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Oppgave 1: ( Sport Management - binomisk fordeling , forventning , varians )

La oss forsette med oppgaven med fotballaget Tufte IL fra gving 2.
Vi definerer samme diskrete stokastiske variabel som tidligere, nemlig:

X = antall mal som Tufte IL skarer i lgpet av en tilfeldig valgt kamp

med en litt annen tilngermelse enn i gving 2:

Istedet for a se pa sannsynligheten for a scorde et gitt antall mal i en kamp, sa ser vi denne gangen
pa sannsynligheten for et en malsjanse blir mal. Basert pa historiske data viser det seg at 20 %
av malsjansene resulterer i mal, dvs.:

p = 0.20 (1)

For enkelhets skyld antar vi at Tufte IL produserer n = 10 malsjanser i lgpet av en kamp, dvs.:

n = 10 (2)

malsjanser i lgpet av en kamp. Vi antar videre at alle malsjansene er uavhengige. El

Figur 1: Tufte IL.

!Man kan argumentere at flere mélsjanser kommer ofte etter hverandre fordi laget er inne i en "god periode”,
men slike og lignende effekter ser vi altsa bort fra i denne oppgaven.



Forklar hvorfor X er binomisk fordelt, dvs. forklar hvorfor X ~ Bin[n, p). E|

i) Hva betyr E[X] pa “godt norsk” i vart tilfelle? [

ii) Finn E[X].

i) Hva betyr Var[X] pa “godt norsk” i vart tilfelle?

ii) Finn Var[X].

i) Hva er sannsynligheten for at laget skarer minst 1 mal i en kamp? E|

ii) Hva er sannsynligheten for at laget skarer minst 2 mal i en kamp? ﬂ

2Hvilke 4 kriterier m4 veere oppfylt for et en forsgksserie skal veere binomisk? Er disse oppfylt i vart tilfelle?

3Dvs. gi en tolkning av E[X].
4Bruk 4 desimalers ngyaktighet.
5Bruk 4 desimalers ngyaktighet.



For a forbedre lagets resultater vurderes to strategier:

A) pke uttellingen pa malsjansene, dvs. gke p til p = 0.30
( antall malsjanser er uforandret n = 10 )

) gke antall produserte malsjansene, dvs. gke n til

( utellingsprosenten p = 0.20 er uforandret )

Vi skal na gjgre en statistisk analyse for a se om den ene strategien er bedre enn den andre.

e) Regn ut og fyll inn forventningsverdiene E[X] og standardavvikene o[X]
for strategi A og 2 i tabellen i figur

f) Sett ut fra et rent statistisk stasted, er den ene strategien bedre enn den andre? ﬁ

6Anta at Tufte IL har samme defensive styrke uansett valg av strategi. Den strategien som er best er den som
gir stgrst forventet antall skarede mal og minst standardavvik.
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Figur 2: Fyll inn for E[X]| og o[X] i tabellen og lever inn.



Oppgave 2: ( petroleumslogistikk - Poisson-fordeling , sum av stokastiske variabler )

Anta at du jobber som logistikk-koordinator ved olje- og gass firmaet British Petroleum BP.
En del av jobben din er a fa oversikt over nestenulykker og andre ugnskede “hendelser” som skjer
pa plattformer som BP opererer i.

Du gnsker a se neermere pa antall hendelser ved hjelp av statistikk. Siden hendelser skjer relativt
sjelden og siden det er hensiktsmessig a se pa antall hendelser per tidsenhet sa foreslar du a
bruke “loven om sjeldne begivenheter”, dvs. Poisson-fordelingen. Du definerer den stokastiske
variabelen:

X = antall hendelser per uke

som vi altsa antar er Poisson-fordelt:

X ~ Poi[A] (3)

Basert pa erfaring vet man at det er ca. 0.6 hendelser per uke pa BP-plattformen Valhall i Nord-
sjgen, dvs.:

A = 06 (4)

Figur 3: Valhall.



a) Hva er sannsynligheten for at det skjer 1 hendelse i lgpet av en uke, dvs. P(X = 1)? |Z|

b) Hva er sannsynligheten for at det skjer mer enn 1 hendelse i lgpet av en uke,
dvs. P(X > 1)7

"Bruk 4 desimalers ngyaktighet.



La oss na istedet se pa antall hendelser i lgpet av en periode pa 2 uker.
I den sammenheng defineres den stokastiske variabelen Y':

Y = X1 + Xs (5)

dvs. Y = antall hendelser i lget av en periode pa 2 uker.

c) Hva er forventet antall hendelser i lgpet av 2 uker, dvs. F[Y]?

Anta at antall hendelser gitt en uke er uavhengig av antall hendelser en annen uke.

Man kan vise at summen av uavhengige Poisson-fordelinger ogsa er -fordelt. E|
Det betyr at siden X; og X5 er Poisson-fordelt, sa er ogsa summen av dem,
Y = X, + X5, Poisson-fordelt med forventning F[Y] = Ay ﬂ

Y ~ Poi[ Ay] (6)

d) Hva er sannsynligheten for at det skjer mer enn 1 hendelse i lgpet av 2 uker,
dvs. hva er P(Y > 1)?

e) Hva er eller-sannsynligheten P (X1 > 1 eller Xy > 1)?

8Du skal ikke vise dette. Bare ta dette for gitt.

9Dette gjelder kun for Poisson-fordelinger. Det gjelder ikke generelt. Det er ikke slik at f.eks. summen av binomial
fordelinger er en ny binomial fordeling.

10Tips: bruk den generelle addisjonssetningen.




Dersom du har gjort oppgave 2d og 2e rett sa innser du at:

PY >1) > P(X;>1leller X,>1) (7)
= 0.3374 = 83289
03374 > 0.2289 (8)

Dette viser at:
sannsynligheten for at det skjer mer enn en hendelse i lgpet av 2 uker er stgrre enn
sannsynligheten for at det skjer mer en en hendelse i uke 1 ELLER mer enn en hendelse i uke 2.

Via komplementsetningen kan man vise at: E

PY>1) = P(X;>1leller Xo>1) + P(X;1=1,X,=1) (9)

f) Bruk lign.@ til a argumentere for at det alltid er slik at
P(Y >1) > P(X; > 1eller X, >1) for Poisson-fordelinger.

11Lign.@[) skal du ikke vise. Bare ta den for gitt.



Oppgave 3: ( logistikk og gkonomi - binomisk , sannsynlighet , forventning , varians )

Du har nylig blitt ansatt som “revenue-analytiker”, dvs. booking-ansvarlig, i SAS ved Kvernberget
flyplass i Kristiansund. Denne jobben fikk du mye pga. din nylig avlagte bachelor i logistikk ved
Hogskolen i Molde. Du skal tilneerme deg arbeidsoppgavene du har fatt ved hjelp av statistikk.

Definer den stokastiske variabelen:

X = antall personer som kjgper billett (10)

La videre:
n = antall billetter som legges ut for salg for en bestemt flyavgang (11)
p = sannsynligheten for at en person kjgper en billett (12)

og at personen faktisk mgter opp til sin flyavgang

Figur 4: Kristiansund lufthavn, Kvernberget.



a) Forklar hvorfor X er binomisk fordelt, dvs. forklar hvorfor X ~ Bin[n, p].

Basert pa historiske data viser det seg at “bare” 95 % av billettkjoperne mgter opp, dvs. p = 0.95.
Til Kvernberget har SAS satt inn Boeing 737-500 maskiner. Disse flyene har en kapasitet pa
n = 120 seter.

b) i) Finn EF[X].

ii) Hva betyr E[X] pa “godt norsk” i vart tilfelle? (Dvs. gi en tolkning av E[X].)

c) i) Finn Var[X].

ii) Hva betyr Var[X] pa “godt norsk” i vart tilfelle? (Dvs. gi en tolkning av Var[X].)

10



Anta at SAS tjener 800 NOK per passasjer pa en reise Oslo-Kristiansund for alle passasjerer som
moter opp. Dermed kan vi definere en diskret stokastisk variabel I som beskriver inntekten til
SAS for var flyavgang:

[ = aX (13)

hvor

a = 800 NOK (“a” er bare et konstant tall) (14)

d) Hva er forventet inntekt til SAS dersom n = 120 billetter legges ut for salg?

For at flyavgangen skal ga med feerrest mulig tomme seter blir fly ofte “overbooket” - det legges ut
flere billetter til salgs enn det er plass til i flyet. Dette fordi SAS regner med at noen passasjerer
ikke mgter opp. Anta i resten av oppgaven at SAS legger 123 billetter ut til salg selv om flyet kun
har 120 seter, dvs. en potensiell “overbooking” pa 3 seter.

e) Hva er forventet inntekt til SAS dersom de legger ut n = 123 billetter for salg?

f) Hva er sannsynligheten for at det mgter opp flere passasjerer enn flyet har kapasitet til?
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Dersom en billettkjoper mgter opp og ikke far plass fordi flyet er fullt sa regner SAS med en utgift
pa 5000 NOK. Dermed kan vi definere en diskret stokastisk variabel C' som beskriver kostnaden

til SAS for var flyavgang:

b(X —120) , X >120
C = (15)
0 X <120
hvor
b = 5000 NOK (“b” er bare et konstant tall) (16)

g) Hva betyr E[C] pa “godt norsk” 7 [

h) Hva er forventet kostnad til SAS dersom de legger ut n = 123 billetter for salg? E

i) Lonner det seg for SAS & “overbooke”? [1]

12Dvs. gi en tolkning av E[C] i lign.. En setning er nok.

13Dvs. finn E[C], hvor C er gitt ved lign.. Denne oppgaven er litt vanskelig. Spgr gjerne om hjelp dersom du
star fast.

14Gi en kort begrunnelse for svaret med & sammenligne oppgavene 3d, 3e og 3h.
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Oppgave 4: ( logistikk - Poisson-fordeling , forventning , varians , sannsynligheter )

Helse Mgre og Romsdal (Helse M&R) har ansvaret for ambulansetjenesten i fylket. Logistikerne i
Helse M&R gnsker a se naermere pa antall utrykninger og responstid for a fordele kapasiteten av
utrykningsbiler. De bestemmer seg for a begrense studien til 3 kommuner:

Eide, Frazena og Gjemnes.

Logistikerne i Helse M&R gnsker a modellere dynamikken ved hjelp av statistikk. De definerer
derfor folgende stokastiske variabeler:

Xg = antall akutte utrykninger per uke i Eide (17)
Xrp = antall akutte utrykninger per uke i Freena (18)
Xg = antall ckutte utrykninger per uke i Gjemnes (19)

Siden utrykninger skjer relativt sjelden og siden vi ser pa antall utrykninger per tid, altsa en rate,
sa foreslar de a bruke “loven om sjeldne begivenheter”, dvs. Poisson-fordelingen:

X; ~ Poi[\] (20)

hvor ¢ = E, F, G. Basert pa erfaring fra tidligere ar sa vet Helse M&R folgende:

Ap = 15 (21)
Ap = 23 (22)
Ae = 19 (23)

Her er \; rater, dvs. antall akutte utrykninger per uke.

=, e HELSE M@RE OG ROMSDA
e R

TR

| Eide, Fraena , Gjemnes

Figur 5: Ambulanse.
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a) Hva er sannsynligheten for at det skjer 2 utrykninger i lgpet av en uke i Gjemnes?

b) Hva er sannsynligheten for at det skjer mer enn 2 utrykninger i lgpet av en uke?
Oppgitt: P(Xg =0)=0.1496 og P(Xg=1)=0.2842.

Definer den stokastiske variabelen:

Y = Xg + Xp + X¢ (24)

dvs. Y = antall akutte utrykninger i Eide, Freena og Gjemnes til sammen per uke.

c) Hva er forventet antall akutte utrykninger i Eide, Freena og Gjemnes tilsammen per uke? E

5Finn E[Y]. Bruk gjerne en av regnereglene i kompendiet / formelsamlingen.
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Anta at de stokastiske variablene Xz, Xr og X er uavhengige.

Man kan vise at summen av uavhengige Poisson-fordelinger ogsa er Poisson-fordelt. H
Det betyr at siden Xg, Xp og X¢ er uavhengige og Poisson-fordelt, sa er ogsa summen av dem,
Y = Xg + Xp + Xg, Poisson-fordelt med forventning £[Y| = Ay

Y ~ Poi[\y] (25)

d) Hva er sannsynligheten for at det skjer mer enn 2 utrykninger i Eide, Fraena og Eide
tilsammen per uke, P(Y > 2)7

6Dette skal du ikke vise. Bare ta det for gitt.
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Oppgave 5: ( medisin - Bernoulli-fordelingen og kobling med binomial-fordelingen )

Weifa AS er en norsk legemiddelbedrift som i 2017 ble oppkjgpt av den svenske giganten Karo
Pharma. Et av satsingsomradene til Weifa er reseptfri medisin mot smerte/feber, se figur |§|

Anta at Karo Pharma har utviklet en ny type smertelindrende medisin som skal gi bedre effekt
enn det vanlige produktet paracet. For a kunne bruke dette i markedsfgringen av produktet, ma
dem forsikre seg at dette stemmer, med en viss sannsynlighet.

Anta videre at Karo Pharma kan male i hvilken grad kroppen til en forsgksperson kan oppta
de viktigste smertelindrende stoffene. Kroppens evne til a absorbere medisinen vil derfor veere
avgjgrende for hvordan medisinen fungerer.

Eksperiment:

De gir tabletten til en vilkarlig forsgksperson og maler opptaksnivaet. Dersom opptaksnivaet er
stgrre enn paracet sitt, sa er forsgket en suksess. Hvis ikke er det fiasko.

OmKaroPharma  Produkter  Tema Helsepersonell

Smerte/feber

Smerte er plagsomt selv om den er mild og kortvarig. Karo Pharma tilbyr flere produkter som lindrer smerte og
feber og har tilpassede produkter for hele familien. Ved sterke akutte eller langvarige smerter m lege
kontaktes.

ar produkter til hele fam ; Paracet® Paracetduo® Ibux® Proxan® Fanalgin®
ler ulike behov og malgruppe g ¥ i paracet Goms 125ms .

td Ibux 50 mg/g gel med Proxan 250mg

Figur 6: Karo Pharma.
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Ja/nei eksperimenter, dvs. eksperimenter med kun to utfall, kalles et Bernoulli-forsok.
For Bernoulli-forsgk defineres alltid fglgende stokastiske variabel:

, dersom forsgket gir suksess
X = (26)
0 , dersom forsgket gir fiasko

La suksess-sannsynligheten veere gitt ved p, dvs.:
P(X=1) =1p (suksess-sannsynlighet)

Ved komplementsetningen er da fiasko-sannsynligheten gitt ved 1 — p, dvs.: E
P(X=0) =1-p (fiasko-sannsynlighet)

Den stokastiske variabelen X er dermed diskret med to mulige verdier 1 eller 0.
Fordelingen til X kalles ” Bernoulli-fordeling”, og vi skriver:

X ~ Ber[p] (34)
hvor p da er suksses-sannsynligheten.
"Komplementsetningen:
P(suksess) + P(suksess) = 1
P(suksess) + P(fiasko) = 1
PX=1) + P(X=0) = 1
altsa
=p
——
P(X=0) = 1- P(X=1)

17
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a) Antap=0.38.
Tegn opp sannsynlighetsfordelingen P(X = z) for X. E

Anta p er ukjent i oppgave 5b, 5¢ og 5d nedenfor.

b) Regn ut forventningsverdien av X, dvs. E[X]. H

c) Regn ut variansen av X, dvs. Var[X].

d) Regn ut standardavviket av X, dvs. o[X].

8Dvs. tegn opp et stolpediagram.
19Siden p er ukjent sa far man ikke et tallsvar for E[X], men E[X] uttrykt i p.
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Karo Pharma gnsker a teste ut medisinen pa 10 forsgkspersoner. Anta uavhengige forsgk.
La X; veere den stokastiske variabelen som beskriver Bernoulli-forsgk nr. 7, dvs.:

, dersom forsgket gir suksess for pasient nr. ¢

0 , dersom forsgket gir fiasko for pasient nr. ¢

hvor ¢ =1,2,3, ..., 10.
Anta alle X;’ene er Bernoulli-fordelt, dvs. X; ~ Ber[p] for alle i = 1,2,3, ..., 10.
Her er suksess-sannsynlighten p er ukjent, men den samme for alle 10 forsgkene.

Den stokastiske variabelen:

Y - X1 + X2 + Xg eee XlO (36)

beskriver da antall pasienter hvor den nye medisinen gir bedre effekt enn det vanlige produktet
paracet.

e) Forklar med ord hvorfor Y er binomisk fordelt, dvs. forklar hvorfor Y ~ Bin[n = 10, p].
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I oppgave 5e argumenterte vi for at Y er binomisk fordelt.

Dermed kan vi konkludere med at summen av uavhengige stokastiske variabeler som er Bernoulli-
fordelt, er binomisk fordelt:

Y = X + X5 +j(3 .+ X, (37)
Bin[ n,p | Ber|[p]

Fordelingen til den binomisk variabelen Y er da:

PY =y) = (Z)p”(l —p)" (38)

hvor
= antall pasienter (antall ”forspk”) (39)
p = suksess-sannsynligheten (40)
y = antall pasienter (av totalt n pasienter) (41)

som har bedre effekt av medisinen enn paracet

f) Karo Pharma gnsker a finne sannsynligheten for at y = 9 av n = 10 pasienter gir suksess,

dvs. sannsynligheten for at 9 av 10 pasienter sa gir Karo Pharma sin medisin bedre effekt
enn det vanlige produktet paracet.

I denne deloppgaven skal vi bevise lign. for det aktuelle tilfellet:

Vis at sannsynligheten for at y = 9 av n = 10 passientene gir suksess,
er gitt ved fglgende binomiske fordeling: m

20Det er ikke meningen at du bare skal sette y = 9 og n = 10 inn i lign.. Du skal bevise lign. fra grunnen
av. Denne oppgaven er lang og litt vanskelig. Se gjerne eksempel pa side 152 i kompendiet.
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g)

h)

Kravet som Weifa stiller seg selv er at 10 av 10 Bernoulli-forsgk blir en suksess
med 80 % sannsynlighet. Dette kravet kan formuleres som:

P(Y =10) = 0.80

Hva ma p veere for at kravet skal veere oppfylt?

Tolk stgrrelsen p som du regnet ut i oppgave 5g.
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