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Kapittel 1

Sannsynlighetsteori

Probability Theory
The probability of getting
? number 3" wnfh one throw?
@ The probablll'ry of getting
number “3" with double throw?

1 1
X
Figur 1.1: Sannsynlighetsteori.
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1.1 Sannsynlighetsmodell

1.1.1 Motivasjon

”Sannsynlighet” er et nyttig og ofte brukt begrep, men kan bli tolket pa flere mater. Som et
eksempel pa dette les fplgende dialog mellom vennen til en alvorlig syk pasient og en sykesgster,
hvor pasienten har akkurat fatt et nytt potensielt livreddende legemiddel: *

VENN: Sgster, hva er sannsynligheten for at legemiddelet fungerer?
SYKESOSTER: Jeg haper det fungerer, vi far se i morgen.

VENN: Ja, men hva er sannsynligheten for at middelet virker?
SYKESOSTER: Hvert tilfelle er forskjellig, vi ma bare vente.

VENN: Men av 100 tilfeller, hvor mange hadde det fungert pa?
SYKESOSTER: Jeg sa det har forskjellig effekt! Jeg vet ikke (irritert).
VENN: Hva hvis du matte tippe om det fungerer eller ikke? (gira).
SYKESOSTER: Jeg ville tippe at det fungerer! (blidere)

VENN: Sa kan du gi meg en odds pa 1:2 pa at det virker eller ikke?

SYKESOSTER: For en sprg tanke. Du kaster bort tiden min! (enna mer irritert)

>

Figur 1.2: Sykesgster.

'En odds pa 1:2 pa at middelet virker eller ikke, betyr at for hver krone satset pa at det ikke virker, far du 2
tilbake dersom dette viser seg a stemme.



I dialogen bruker vennen begrepet om ”sannsynlighet” for a diskutere en usikker situasjon.Vennen
ser bare to utfall av legemiddelet:

uy :  legemidlet fungerer 1.1)

up : legemidlet fungerer ikke (1.2)

enten fungerer det eller ikke. Deretter assosierer han en sannsynlighet for hvert av utfallene:

p1 = sannsynligheten for at middelet fungerer (1.3

po = sannsynligheten for at middelet ikke fungere (1.4)

Utfordringen i dialogen er at vennen ikke kjenner disse sannsynlighetene. Han spgr derfor sy-
kesgsteren om et

estimat pa p; (1.5)

dvs. et estimat for sannsynligheten for at legemiddelet fungerer. Vennen forsgker pa forskjellige
mater a fremskaffe et estimat fra sykesgsteren:



Estimat 1: ( frekvenssannsynlighet )

Nar vennen spgr hvor mange av 100 tilfeller middelet ville ha virket pa, henvender han seg til den
historiske erfaringen sykesgsteren har vedrgrende legemiddelet. Han haper hun har en formening
om hvor frekvent legemiddelet fungerer gjennom gjentatt bruk pa tidligere pasienter.

Denne sannsynligheten kalles frekvenssannsynligheten.

Siden sykesgsteren ikke svarer, kan han anta at hun har liten erfaring med legemiddelet, f.eks.
fordi det er et relativt nytt legemiddel eller at sykesgsteren ikke har stor erfaring med det.

Estimat 2: ( subjektiv sannsynlighet )

Siden vennen ikke far et estimat via historiske data ( frekvenssannsynligheten ), appellerer han
sa til sykesgsterens subjektive formening om hva sannsynligheten er. Han spgr om hun tror det
fungerer eller ikke, som i prinsippet betyr om sannsynligheten er stgrre enn eller mindre enn 50 %.

Siden sykesgsteren svarer ja pa dette spgrsmalet, kan vennen konkludere med at sannsynligheten
for at middelet fungerer er 50 % eller stgrre.

Estimat 3: ( risikovillighet )

Vennen vet na at sannsynligheten minst er 50 %, men han kunne tenke seg et mer ngyaktig
estimat. Siste strategi er a fa et estimat i forhold til hvor risikovillig sykesgsteren er ift. hvorvidt
legemiddelet vil virke eller ikke. Han gir henne derfor en odds 1:2 pa at det virker eller ikke.

Sykesgsteren ikke er villig til a satse pa at legemiddelet virker til en odds pa 1:2. En slik odds svarer

til en sannsynlighet pa % Derfor kan vennen konkludere at sykesgsteren mener at sannsynligheten
er lavere enn % for at legemiddelet virker.

Konklusjon:

Sannsynligheten for at legemiddelet virker ligger mellom 0.5 og 0.667.
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1.1.2 Utfallsrommet

I forrige avsnitt 1.1.1 ble det snakket lgst om de to utfallene om hvorvidt legemiddelet fungerer
eller ikke og deres assosierte sannsynligheter. I dette avsnittet defineres hva som menes med en
sannsynlighetsmodell. En sannsynlighetsmodell har som hensikt a fange opp det usikre aspektet
ved et gitt eksperiment.

Et eksperiment kan f.eks. veere:

1. a ta et legemiddel og observere utfallet
2. a sla en mynt og observere utfallet

3. a sla en mynt om igjen og om igjen inntil krone vises forste gang og observere antall kast
som matte brukes

4. a kaste en terning og observere utfallet
5. a kaste 2 terninger 1 gang og observere utfallet
6. a spille en fotballkamp og observere sluttstillingen

7. a male temperaturen ute en gitt dag

Alle utfallene ved disse eksperimentene har usikkerhet knyttet til seg.

Figur 1.3: Eksperiment.
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Definisjon: ( utfallsrom )

Resultatet av et gitt eksperiment E har et visst antall mulige utfall.
Denne mengden av mulige utfall kalles utfallsrommet til E: 2

Qp = { mengden av alle mulige utfall ved eksperiment E } (1.6)

Dersom det er underforstatt hvilket eksperiment det er snakk om, brukes bare 2.

2Den greske bokstaven  kalles “omega”.

12



1.1.3 Mengdelaere

Siden en definerer de mulige utfallene av et eksperiment som en mengde, er det viktig med en liten
introduksjon til mengdelzere.

Se tillegg A.
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1.1.4 Begivenheter - delmengder av utfallsrommet

Motiverende eksempel:  ( utfallsrom, sannsynlighet og begivenheter )

Et eksperiment som har kun to utfall, som f.eks. ”a sla en mynt”, er en sveert enkel situasjon
og gir derfor ikke det totale bildet av en sannsynlighetsmodell. Men eksperimentet ”a kaste to

terninger” er et godt eksempel pa hva en sannsynlighetsmodell bgr innebzere.

Figur 1.4: Bla og rod terning.

Utfallsrommet for to kast med en terning kan defineres som:

2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6)

3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,5), (3,6)

(4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6) (1.7)
(5,1), (5,2), (5,3), (5,4), (5,5), (5,6)

(6:1), (6.2), (6.3), (6.4, (6:5), (6.6) |

3Anta at terningene er merket slik at forste terning er bla og andre terning er rgd.
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Dette eksperimentet har 36 utfall, ett for hver kombinasjon av terningene. For dette eksperi-
mentet gir det mening a spgrre om situasjoner som omhandler mer enn sannsyligheten for selve
enkeltutfallene: 4

mer enn enkeltutfall

/—/\‘O
Sporsmal

Sq = "hva er sannsynligheten for a fa ett av utfallene i utfallsrommet?”

S1 = ”hva er sannsynligheten for a fa minst en ler?”

Sy = "hva er sannsynligheten for a ikke fa noen lere?”

S3 = "hva er sannsynligheten for at summen av terningene er lik 77”

Sy = "hva er sannsynligheten for a fa minst én ler og at summen av terningene er lik 77”

S5 = ”hva er sannsynligheten for a fa minst en ler eller at summen av terningene er lik 777

4Hvert utfall har sannsynligheten =, gitt at alle terningene er perfekt balanserte, dvs. ingen av terningene viser

367
en tendens mot en av sidene.
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Spgrsmal So:  ( "hva er sannsynligheten for a fa eft av utfallene i utfallsrommet?” )

Sannsynligheten for a fa minst ett av utfallene betyr at ethvert kast ma fa en kombinasjon som fin-
nes i utfallsrommet §2. Hvis dette ikke er tilfelle, betyr det at utfallsrommet selv ikke er veldefinert.
Utfallsrommet skal inneholde alle mulige utfall fra eksperimentet, dvs: °

P(Q) = 1 (1.8)

At sannsynligheten for a fa et utfall fra utfallsrommet er lik 1, er en fundamental egenskap ved
en sannsynlighetsmodell.

Spgrsmal Si:  ( "hva er sannsynligheten for a fa minst en ler?” )

For a svare pa spgrsmal S; ma en bestemme hvilke utfall inneholder minst en ler:

S, = { (1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6) (1.9)

Siden S er en delmengde av ) bestaende av 11 mulige utfall hvorav hvert utfall har sannsynlighet

%, sier intusjonen at sannsynligheten for a4 minst fa én ler er gitt ved: ¢

P(S) = 5 (1.10)

57 P” er en forkortelse for det engelske order probability som betyr sannsynlighet pa norsk.
P(€) kan leses som: ”sannsynligheten for at et av utfallene fra eksperimentet er med i mengden , er lik 17.
5Denne intuisjonen er korrekt.
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Spgrsmal Sy:  ( "hva er sannsynligheten for a ikke fa noen lere?” )

For a svare pa spgrsmal S, ma en bestemme hvilke utfall 7kke inneholder en ler:

Sy = { (1.11)

(2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6)
(3,2), (3,3), (3,4), (3,5), (3,6)
(4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6)
(5.2), (5,3), (5,4), (5,5), (5,6)
(6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6) }

Siden Sy er en delmengde av € bestaende av 25 mulige utfall hvorav hvert utfall har sannsynlighet

3—16, sier intusjonen at sannsynligheten for a ikke fa noen lere er gitt ved: 7

P(Ss) = — (1.14)

"Legg merke til at:
So er den komplementare mengden til S7, dvs S5 innholder alle utfallene som ikke er med i Sy:

S =8 = Q-5 (1.12)

Sannsynligheten tilhgrende lign.(1.12) er:

komplement

(1.13)

w
>

“w‘m
S| ot

At sannsynligheten for at et utfall er i den komplementaere mengden er lik 1 minus sannsynligheten for at utfallet
er i mengden, er en fundamental egenskap ved en sannsynlighetsmodell og kalles komplementsetningen. Vi kommer
tilbake til denne setningen senere i dette kapitlet.
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Spgrsmal S3: ( "hva er sannsynligheten for at summen av terningene er lik 777 )

For a svare pa spgrsmal S3 ma en bestemme hvilke utfall hvor summen av terningene er lik 7:

Sy = { (1,6) , (1.15)

Siden S3 er en delmengde av € bestaende av 6 mulige utfall hvorav hvert utfall har sannsynlighet
%, sier intusjonen at sannsynligheten for a fa et kast hvor summen av terningene er lik 7 er gitt
ved:

8Denne intuisjonen er korrekt.

18



Spgrsmal Sy:  ( "hva er sanns. for a fa minst én ler og at summen av terningene er lik 777 )

For a svare pa spgrsmal S; ma en bestemme hvilke utfall hvor summen av terningene er lik 7 og
hvor en av terningene har en ler:

Sy = { (1,6) , (1.17)

(6,1) }

Siden Sy er en delmengde av € bestaende av 2 mulige utfall hvorav hvert utfall har sannsynlighet

3—16, sier intusjonen at sannsynligheten for a fa et kast hvor summen av terningene er lik 7 og hvor
en av terningene har en ler er gitt ved: °

2 1
P(Sy) = — = — 1.19
5 = 35 = 1§ (1.19)
9Legg merke til at:
Sy = 51NS3 (1.18)

Nar en slar sammen to situasjoner til en ved hjelp av og, betyr det med andre ord at en tar snittet av enkeltsi-
tuasjonene.

19



Spgrsmal Ss: ( ”hva er sanns. for a fa minst en ler eller at summen av terningene er lik 777 )

For a svare pa spgrsmal S5 ma en bestemme hvilke utfall hvor summen av terningene er lik 7 eller
at en av terningene viser en ler:

S; = { (1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (1.20)
21, (2.5 .
(3.1, (3.4)
(41, (4,3)
5.1), (5.2),
(6.1) }

Siden S3 er en delmengde av € bestaende av 15 mulige utfall hvorav hvert utfall har sannsynlighet
L sier intusjonen at sannsynligheten for & fa et kast hvor summen av terningene er lik 7 eller at

367
en av terningene viser én ler er gitt ved:
15 5
P(S;) = —= = — 1.23
(55) 36 12 ( )
10T egg merke til at:
S5 = S1US;3 (1.21)

Sannsynligheten tilhgrende lign.(1.21) er:

11 6 2 15
P(S5) = P(SlLJSg) = P(Sl)—l—P(Sg,)—P(SlﬂSg) = —4 —=— — = — =

36 36 36 36 (1.22)

=i

Denne egenskapen er en fundamental egenskap ved sannsynlighetsmodeller og kalles den generelle addisjonssetnin-
gen. En ma trekke ifra snittet, for hvis ikke, teller en med snittet to ganger. (I dette tilfellet ville en ha telt med
kastene (1,6) og (6,1) dobbelt opp). Vi kommer tilbake til denne setningen senere i dette kapitlet.
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Konklusjon: ( begivenheter )

Ved et gitt eksperiment E med tilhgrende utfallsrom €2, er det ikke nok a kjenne til sannsynligheten
for hvert utfall. Man er ogsa interessert i sannsynligheten for at utfallet av eksperimentet er med
1en

delmengde S av utfallsrommet €2

~
flere enkeltutfall

I tillegg ma sannsynlighetsmodellen oppfylle et sett med fundamentale egenskaper ved beregning
av sannsynligheter av delmengder.

21



Definisjon: ( begivenhet ) ! 12

begivenhet S = en mulig delmengde S av utfallsrommet 2, dvs. S C 2 (1.24)

Figur 1.5: Begivenhet S.

1Noen bruker ogsa “hendelse” istedet for “begivenhet”. I dette kurset brukes samme konvensjon som i lzereboken,
dvs. “begivenhet”.

2Definisjonen av en begivenhet har ordet "mulig” i seg fordi det viser seg at nar utfallsrommet f.eks. er alle
tall stgrre enn 0 (f.eks. temperatur), finnes det delmengder hvor sannsynligheten ikke er vel-definert. Begivenheter
antas derfor alltid & ha en veldefinert sannsynlighet. I det diskrete tilfellet kan sannsynligheten til enhver delmengde
evalueres.
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1.1.5 Sannsynlighetsmodell

fundamentale egenskaper
o\

Definisjon: (gannsynlighetsmodell -3 aksiome;)

En sannsynlighetsmodell for et eksperiment E bestar av:

1) et utfallsrom Qg (1.25)
2) en sannsynlighetslov P(—) (1.26)
som for hver begivenhet S C Q tilordner en sannsynliget P(S) € [0, 1]

hvor sannsynlighetsloven P har fglgende 3 fundamentale egenskaper: (3 aksiomer )

P(S) > 0 ( ikke-negativitet ) (1.27)
P(S1USU...) = P(Si)+ P(5)+.. (addisjon) (1.28)
P(Q) =1 ( normalisering ) (1.29)

hvor, lign.(1.28), gjelder for alle parvis disjunkte begivenheter Sy, Ss, Ss, ...

Kommentarer:

e Legg merke til at lign.(1.28) kan omhandle en uendelig folge av begivenheter Sy, Sa, Ss, .. ..
Dette er viktig nar utfallsrommet har uendelig mange utfall, f.eks. alle mulige temperaturer.

e En folge av parvis disjunkte begivenheter Sy, Sy, Ss, ..., betyr at ingen av begivenhetene
overlapper, dvs. S;NS; = 0 for alle ¢ # j. 13

e Fra lign. (1.27), (1.28) og (1.29) kan man utlede alle de fundamentale egenskapene som en
sannsynlighetsmodell bgr ha. Neste avsnitt ramser opp de viktigste via leresetninger eller
bare setninger.

13Brikkene i et puslespill er parvis disjunkte, dvs. de overlapper akkurat ikke.
14P4 engelsk heter det theorem.
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1.1.6 Fundamentale setninger i sannsynlighetsteori

Anta at E er et eksperiment som har en sannsynlighetsmodell med utfallsrom €2 og sannsnlighetslov
P(—). Da gjelder fglgende setninger:

Setning 1: ( sannsynligheten av den tomme begivenheten er null )

Sannsynligheten for den tomme begivenheten ) er lik null, dvs.:

P = 0 (1.30)
|
Bevis:
Lag fglgen av begivenhetene S; =, So =0, S5=0, S, =0 , ...
Begivenhetene i folgen er da parvis disjunkte og siden S; + S5+ S3+ ... = Q | gir lign. (1.28):
P = P(S1)+ P(S3) + P(S5) + ... = P+ P0)+ P0)+ ... (1.31)
)
0= PO+ PO+ .. (1.32)
Siden P(—) > 0, sa er:
r@ =0 (1.33)
]
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Setning 2:  ( den spesielle addisjonssetningen ) 1

og
Dersom begivenhetene A og B er disjunkte, dvs. A" N B = &, sa gjelder:

P(A"U"B) = P(A)+ P(B) (1.34)

Bevis:

Lag folgen av begivenhetene S} = A, Sy =B, S3=0, S, =0, ...
Begivenhetene i folgen er da parvis disjunkte og siden S; U S, U S+ ... = AU B,
gir lign. (1.28):

P(AUB) = P(S))+ P(Sy) + P(S3) +... = P(A)+ P(B)+ P(0) +...

= P(A)+ P(B)

0
@
@

Figur 1.6: A og B er disjunkt.

5Den spesielle addisjonssetningen kan &penbart utvides til et endelig antall disjunkte begivenheter.
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Setning 3: ( differansen mellom to begivenheter )

Anta en har to begivenheter A og B slik at B C A, da gjelder

P(A—B) = P(A)— P(B) (1.37)

Bevis:

Siden B C A, er A — B disjunkt med B og (A — B)UB = A.
Lign. (1.34) gir dermed:

P(A) = P((A ~B)U B) WK peg - B) 4 P(B)

0

P(A—B) = P(A)— P(B)

Figur 1.7: Differansen mellom to begivenheter.
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Setning 4: ( den genrelle addisjonssetningen )

For begivenhetene A og B gjelder:

eller og
P(ATU"B) = P(A)+P(B) — P(A"N B) (1.40)
kstra ledd

Bevis:

For begivenhetene A og B gjelder alltid formelen:
AUB = Au(B—AmB) (1.41)

Siden A og B — AN B er disjunkte gir den spesielle addisjonssetningen at: 16

P(AUB) = P(Au(B—AmB)) — P(A)+ P(B— AN B) (1.42)

Siden AN B C B, gir setningen om differansen mellom to begivenheter videre at: 17

P(AUB) = P(A)+P(B—ANB) = P(A)+ (P(B) — P(AN B)) (1.43)
— P(A) + P(B) — P(AN B)

ANnB |

Figur 1.8: Overlappen mellom A og B er AN B.

16 Lign. (1.34) i setning 2.
17 Lign. (1.37) i setning 3.
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Setning 5: ( komplementaersetningen )

La A veere en vilkarlig begivenhet, da gjelder alltid:

P(A) = 1—P(A) (1.44)

Bevis:

Siden en alltid har at A C Q og A = Q — A, gir setning 3 at: 8

P(A) = P(Q—A) = P(Q)— P(A) = 1— P(A)

Figur 1.9: Komplementet til A er A.

18Ved den siste likheten i lign. (1.45), brukes setning 1 om at P(Q) = 1.
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Setning 6: ( total sannsynlighet )

For begivenhetene A og B gjelder:

P(A) = P(ANB) + P(ANB) (1.46)

|
Bevis:
Siden @ = BU B og A C Q har en alltid at (se figur 1.10): 1°
A= ANQ = AN(BUB) = (ANB)U(ANB) (1.48)
Siden AN B er disjunkt med A N B gir den spesielle addisjonssetningen ved lign. (1.34):
P(A) = P((ANB)U(ANB)) = P(ANB)+ P(ANB) (1.49)
[ |
ANB ANB
Figur 1.10: Oppsplitting av begivenhenten A = (AN B) U (AN B).
YHer benyttes DeMorgans lov i mengdelsere som sier at:
AN(BUC) = (AnB)U(ANC) (1.47)

for alle mengder A, B og C.
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Setning 7:  ( tvillingsetningen ) 2°

For begivenhetene A og B gjelder:

og eller

B) = 1 - P(ATUB) (1.51)

[
Bevis:
For to mengder A og B gjelder alltid:
ANB = AUB (1.52)
Dermed fas:
P(ANB) = P(AUB) = 1—-P(AUB) (1.53)
hvor komplementersetningen, dvs. lign. (1.44), ble brukt ved siste likhet.
[

20Hvorfor er “tvillingsetningen” et hensiktsmessig navn for lign.(1.51)? Dersom en bytter A med A og B med B
i lign. (1.51), fas ligningen:

B) (1.50)

som kan anses som tvillingsetningen” til lign. (1.51).
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Eksempel: ( gravid - addisjonssetningen )

Eksperiment:

° M = mann
e K = kvinne

e (G = gravid

Vi gjgr folgende eksperiment: trekker en tilfeldige person.

Utfallsrom:
Utfallsrommet bestar av alle ordnede par:

0 = {(M,G), (M, G), (K,G), (K,é)}

Definer fplgende begivenheter:

M = { (M,G) , (M,G) } (en mann trekkes)
K = { (K,G), (K,G) } (en kvinne trekkes)
G = { (M,G), (K,G) } (en gravid person trekkes)

Figur 1.11: Gravid.
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Anta at:
P(M) = P(K) =05 (1.58)

0g

P(G) = 0.03 (1.59)

Hva er “eller”-sannsynligheten P(M U G), dvs. mann eller gravid?

eller
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Lgsning;:

Venn-diagram av situasjonen:

M N G =@, dvs. disjunkte.
Ingen overlapp mellom M og G.
Bare kvinner kan vare gravide.

Figur 1.12: Begivenhetene M, K og G.

Siden “og”-sannsynlighten mann og gravid er 0,

MNG = @ (1.60)

dvs. disjunkte 2! sa gjelder den spesielle addisjonssetningen. “Eller”-sannsynligheten finnes da ved
a SUMMERE de individuelle sannsynlighetene slik som lign.(1.34) sier:

P(M7UG) = P(M) + P(G) = 05 + 003 = 053 (1.61)
= 0.5 = 0.03
u

2IMann og gravid har ingen overlapp, se figur (1.12), dvs. de er disjunkte).
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Eksempel: ( logistikk - total sannsynlighet, tvillingsetningene )

En del ansatte ved Vestbase i Kristiansund tar bussen til jobb. En av disse, Ole Hansen, tar
bussrute 1, men ma skifte til rute 2 underveis.

Eksperiment:
Ole Hansen tar fgrste rute 1 og observerer om bussen er ledig eller ikke, deretter tar han rute 2
og observerer om den bussen er ledig. La observasjonene vare betegnet ved:

li = ledige plasser i bussen pa rute 1 (1.62)
;, ingen ledige plasser i bussen pa rute 1 (1.63)
, < ledige plasser i bussen pa rute 2 (1.64)
Iy def ingen ledige plasser i bussen pa rute 2 (1.65)

Utfallsrom:

Utfallsrommet bestar av alle ordnede par: 22

0 = { (I, 1) 5 (i, l) , (I, l) , (I, s) } (1.66)

LU -8

R ‘_73‘.’.';?‘

Figur 1.13: Buss i Kristiansund.

221 prinsipp er dette helt likt med forrige eksempel om graviditet, se lign.(1.54)
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Definer begivenhetene:

L, = { (I, 1) , (I1,15) } ( ingen ledige plasser i bussen pa rute 1 ) (1.67)
L, = { (I, 12) , (I1,12) } ( ingen ledige plasser i bussen pa rute 2 ) (1.68)
L, = { (Iy,12) } ( begge bussene har ledige sitteplasser ) (1.69)

Anta Ole har anslatt at:

P(L,) = 06 (1.70)
P(Ly) = 0.7 (1.71)
P(Lp) = 02 (1.72)
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a) Definer folgende begivenhet:

A = Ole Hansen finner ledige sitteplasser pa minst en av bussene (1.73)

Uttrykk A ved hjelp av L; og Lo og bruk den generelle addisjonssetningen til a regne ut
P(A).

b) Definer folgende begivenhet:

B = Ole Hansen finner ledige sitteplasser pa rute 1, men ikke pa rute 2 (1.74)

Uttrykk B ved hjelp av L; og Ly og bruk setningen om total sannsynlighet til a regne ut
P(B).

c) Hva er sannsynligheten for at Ole Hansen verken finner ledige sitteplasser pa rute 1
eller rute 27
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Lasning:

a) Begivenheten “Ole Hansen finner ledige sitteplasser pa minst en av bussene” er lik
begivenheten at rute 1 er ledig eller rute 2 er ledig.

Uttrykk A ved hjelp av Ly og Ls:

A = LUL, (1.75)
Generelle addisjonssetningen:
P(A) = P(LyULy) (1.76)
Vi innser at:
= L1
LiNLy, = Ole Hansen finner ledige sitteplasser pa rute 1 og pa rute 2 = Ly, (1.78)
Dermed:
P(A) = P(L1UL,) (1.79)
- <1 - P(fl)> + (1 - P(fz)> — P(Lyy) (1.81)
= (1-06) + (1-0.7) — 0.2 (1.82)
= 0.5 (1.83)

Sannsynligheten for at Ole Hansen finner ledige sitteplasser pa minst en av bussene er dermed
er dermed 0.5.
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Begivenheten “Ole Hansen finner ledige sitteplasser pa rute men ikke pa rute 27 er lik

begivenheten at rute 1 er ledig og rute 2 er ikke ledig, dvs:

B = LiNLy

Total sannsynlighet:

—B = P(LlﬂLg) = P(le)
— ,_/\?\
i
—B
—
P(LiNLy) = P(Ly) — P(L2)
Setter inn tall:

P(B) = P(Ly) — P(Ls)
= (1-P(@) - P(Lw)
= (1-06) — 0.2

Sannsynligheten for at Ole Hansen finner ledige sitteplasser pa rute 1,
men ikke pa rute 2 er 0.2.
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c) Begivenheten

C = Ole Hansen finner ingen ledige sitteplasser pa hverken rute 1 rute 2 (1.92)

er den motsatte begivenheten til begivenheten at rute 1 eller rute 2 er ledig som vi regnet ut
i deloppgave a, dvs: 23

C=LNL, = LUl =A (1.93)

Komplementeaersetningen:

P(C) = P(A) (1.94)
— 1-P(A) (1.95)
= 1-05 (1.96)
- 05 (1.97)

Sannsynligheten for at Ole Hansen ikke finner ledige sitteplasser pa hverken rute leller
rute 2 er 0.5.

ZTegn opp et Venn-diagram. Da innser du dette lettere.
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1.1.7 Diskret sannsynlighetsmodell

Motiverende eksempel: ( myntkast )

Eksperiment 1:  ( myntkast - 1 kast )

La oss igjen se pa forsgket med myntkast. Utfallsrommet er:
Q:{K,M} (1.98)

hvor K=krone og M=mynt. Det antas at mynten er perfekt balansert, dvs. sannsynligheten for a
fa mynt /krone er 50%:

P(K) = P(M) = 5 (1.99)

dvs. like sannsynligheter. Utfallsrommet €2 har totalt 4 mulige begivenheter:
S1=0, So={M} , S3={K} , S;=0Q (1.100)

Sannsynlighetsloven P(—) er fullstendig spesifisert ved:

P(S) = P@®) =0 (1.101)
P(sy) = PHM}) = i (1.102)
P(sy) = PHK}) = i (1.103)
P(S) = PUMKY) = PUM)+PUKY) = g4+ =1 (1104
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Eksperiment 2:  ( myntkast - 3 kast )

Anta mynten kastes 3 ganger hvor resultatet registreres for hvert kast.
Utfallsrommet er tripletter:

8 mulige utfall
7\

0 = {rKKK, KKM , KMK , KMM . MKK , MKM , MMK | MMM‘} (1.105)

hvor K=krone og M=mynt. Det antas at mynten er perfekt balansert, dvs. sannsynligheten for a
fa et av utfallene er %, ta for eksempel K K M:

1
P(KKM) = 3 (1.106)
De andre utfallene har samme sannsynlighet. Utfallsrommet Q har totalt 2° mulige begivenheter:
S; C Q, i=1,2,3,...,2° (1.107)

Sannsynlighetsloven P(—) er fullstendig spesifisert dersom en kan beregne P(S;) for alle i =
1,2,3,..., 25

Figur 1.14: Myntkast.
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Ta for eksempel begivenheten hvor ngyaktig to mynt forekommer:

3 mulige utfall
.

Sum = {MMK, MEKM, KMM‘} = {MMEYU{MKEMYU{KMM} (1.108)

Begivenheten S har totalt 3 elementer, og ved den spesielle addisjonssetningen lign. (1.34), fas:

P(Suw) = P({MMEK }U{MKM }U{ KMM }) (1.109)
—  P(MMK) + P(MKM) + P(KMM) (1.110)

(1.111)

0]
ool —
0]
lool wo

Alle de andre begivenhetene kan beregnes pa tilsvarende mate ved a splitte opp begivenheten i de

enkelte utfallene og deretter summere sannsynligheten for utfallene (som i dette tilfellet var é)

Denne fremgangsmaten er felles for alle sannsynlighetsmodeller hvor utfallsrommet er endelig.
Sannsynlighetsmodeller med endelige utfallsrom kalles diskrete sannsynlighetsmodeller.
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Definisjon:  ( diskret sannsynlighetsmodell )

En sannsynlighetsmodell (Q, P(—)) for et eksperiment hvor utfallsrommet er endelig, dvs.:
Q:{ul,u2,...,un} (1.112)

kalles en diskret sannsynlighetsmodell.

Anta sannsynlighetene til de n utfallene er gitt ved:

Ved aksiomene om ikke-negativitet og normalisering, dvs. lign. (1.27) og (1.29), folger umiddelbart
at p; >0 forallei=1,2,...,n og

n

PQ) = P({w, up ..., un}) = Y Plu) = Zpi =1 (1.114)

=1

Siden € har n utfall, finnes det totalt 2" begivenheter. La S vere en vilkarlig begivenhet med
totalt k < n utfall:

S = {uﬁ Uy s e U } (1.115)

Fra den spesielle addisjonssetningen (1.34) fglger da umiddelbart at:

PS) = Yn (1.116)

For en diskret sannsynlighetsmodell er dermed sannsynlighetsloven fullstendig bestemt fra utfalls-
sannsynlighetene p;.
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Eksempel: ( logistikk - diskret sannsynlighetsmodell )

Se gving 1.
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1.1.8 Uniform sannsynlighetsmodell

Definisjon:  ( uniform sannsynlighetsmodell )

En diskret sannsynlighetsmodell (€2, P(—)) hvor :

hvori=1,2,...,n

La S veere en vilkarlig begivenhet med totalt k£ < n utfall:
S = {ujl y Ujp 5 - oy Ujk}

Lign. (1.116) for diskrete sannsynlighetsmodeller gir da at

k

P(S) = Zm = Zl k (1.120)

n n
1

(1.117)

(1.119)

For en uniform sannsynlighetsmodell kan en dermed beregne sannsynligheten for enhver begiven-
het ved a telle antall utfall begivenheten bestar av. Denne egenskapen til uniforme utfallsrom
medfgrer at beregning av sannsynligheten for en begivenhet blir et telleproblem, dvs. fagfeltet

kombinatorikk.
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Eksempel: ( terning - uniform sannsynlighetsmodell )

La oss atter en gang se pa forsgket med en terning. Utfallsommet er:
Q:{1,2,3,4,5,6} (1.121)

og er den samme for hvert utfall, 1/6. Altsa uniformt utfallsrom. Med et uniformt utfallsrom
hvor utfallene ikke pavirker hverandre sa er dette en tellesituasjon.

La oss denne gangen se pa begivenhetene:

A = resultat resultat med odde antall gyne = {1,3,5} (1.122)
B = resultat 4 gyne eller mer = {4,5,6} (1.123)

a) Hva er sannsynligeheten P(A)?

eller

b) Hva er “eller’-sannsynligheten P(A” U " B)?

i 00

LY QQQ °0

® -
L

Figur 1.15: Terning.
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Lasning:

a) Sannsynligheten P(A) finns ved telling:

antall gunstige utfall 3 1
g antall mulige utfall 6 2 ( )
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eller

b) Finner “eller”-sannsynligheten P(A” U "B):

i) Metode 1:

Siden utfallsrommet er uniformt hvor enkeltutfallene ikke pavirker hverandre sa er dette en tellesi-
tuasjon?®!. Det er 3 stk. gunstige utfall i begivenhetene A og B. Dermed:

antall gunstige utfall 3 1
(4) antall mulige utfall 6 2 ( )
antall gunstige utfall 3 1
P(B) = = - = = 1.126
(B) antall mulige utfall 6 2 ( )
Av de totalt 6 mulige utfallene er det kun 1 stk. gunstig utfall for A_N B. Dermed:
og
og
tall tige utfall 1
P(A’??B) _ amtan gunshge il _ 2 (1.127)

antall mulige utfall 6

Via den generelle addisjonsetningen, dvs. lign. Lign.(1.40), far vi da at “eller”-sannsynligheten er:

eller og

N A 1 1 1 )
P(A"U B) = P(A) + P(B) - PA'N'B) = -+ - — = = - (1.128)

—_—— —— —— N———— 2 2 6 g

=1/2 =1/2 =1/6
B
|~
A\ / A n B: 1 stk. gunstig utfall
[~ (”og” tilsvarer overlapp )
a A u B: 5 stk. gunstig utfall
2 ( eller” tilsvarer sum)

Figur 1.16: Begivenhetene mellom A og B.

24Vi kommer mer tilbake til dette med tellesituasjon i kapittel B om kombinatorikk.
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ii) Metode 2:
o .. ” . ~ N .
Det er ogsa mulig a finne “eller”-sannsynligheten P(A” U " B) direkte ut fra figur (1.16). Av de

totalt 6 mulige utfallene er det 5 gunstige utfall som er med i A eller B. Dermed:

eller

eller

A~ antall gunstige utfall 5
P(A"U B) = = = 1.129
g antall mulige utfall 6 ( )

som selvfplgelig er det samme svaret som vi fikk via den generelle addisjonssetningen, se lign.(1.128)
|
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Eksempel: ( kredittverdig, gkonomi - uniform sannsynlighetsmodell )

Av 1000 kunder er 862 kredittverdige. Sannsynligheten for a velge en gitt, tilfeldig kunde er 1/1000,
og er den samme for hver kunde. Altsa uniformt utfallsrom. Utfallene pavirker ikke hverandre,
dvs. de er uavhengige. I likhet med eksempel 3 sa er dermed ogsa dette en tellesituasjon. Sann-
synligheten for at en tilfeldig valgt kunde er kredittverdig kan derfor finnes ved telling: 2°

antall gunstige utfall 862

P(kredittverdig) — - — 0.862 1.132
(kredittverdis) antall mulige utfall 1000 i (1.132)

Figur 1.17: Kredittverdig.

Z5Senere i dette kapitlet skal vi leere om komplementsetningen. Med denne setningen kan vi bruke lign.(1.132) til
a finne sannsynligheten for at en tilfeldig valgt kunde ikke er kredittverdig:

kom;&setn.

P(IKKE kredittverdig) 1 — P(kredittverdig) (1.130)

= 1 — 0862 = 0.138 (1.131)

Kunne man funnet denne sannsynligheten pa en annen mate ogsa?
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1.1.9 Kombinatorikk

NB!

—~
For uniforme sannsynlighetsmodeller handler beregning av sannsynligheter for en begivenhet
egentlig om telling, dvs. fagfeltet kombinatorikk.

Se tillegg B.
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Eksempel: ( pasienter , kombinatorikk , telling , uniform sannsynlighetsmodell )

Eksperiment:

e 9 pasienter
[ 4ermenn,M1 s MQ, Mg, M4
e 5er kvinner, Ky , Ky, K3, Ky, K5

Vi gjor fglgende eksperiment: trekker 3 tilfeldige pasienter fra de 9.

Utfallsrom:
Utfallsrommet bestar av alle tripletter:

0 = { (P,, P», P3) } (1.133)

hvor P, P, og Pj er forskjellige pasienter.
Anta at alle utfall har lik sannsynlighet, dvs. uniform sannsynlighetsmodell.

Definer folgende begivenheter:

= { Py, Py, P3) | hvor alle pasientene er menn }

(
(Py, P2, P3) | hvor alle pasientene er kvinner }
(
(

)
)

P, P, P3) | hvor alle pasientene er 2 kvinner og en mann }
)

O QO T =
Il
P S S

Py, Py, P3) | hvor alle pasientene er 1 kvinne og 2 menn }

Figur 1.18: Kvinnelig (K') og mannlig (M) pasient.
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Sannsynligheten for a trekke 3 menn, dvs. P(A) 7
Sannsynligheten for a trekke 3 kvinner, dvs. P(B) ?
Sannsynligheten for a trekke 2 kvinner og 1 mann, dvs. P(C) ?

Sannsynligheten for a trekke 1 kvinne og 2 menn, dvs. P(D) ?

53



Lgsning:

I dette eksemplet med pasienter som skal trekkes tilfeldig sa har vi:

e uniformt utfallsrom 26

e utfallene ikke pavirker hverandre, dvs. de er uavhengige

Dermed har vi en tellesituasjon som kan beskrives ved urnemodellen.
Den generelle ssmmenhengen mellom telling og sannsynlighet er da gitt ved lign.(B.26):

antall gunstige kombinasjoner for A
PA) = gunstig inasjoner

(1.138)

antall mulige kombinasjoner totalt

Nar man trekker en mann eller kvinne sa spiller rekkefglgen ingen rolle.
Dessuten, nar en mann eller kvinne er trukket sa kan han/hun ikke trekkes pa nytt.
Dette tilsvarer:

situasjon 3 (1.139)

dvs. tkke-ordnet utvalg uten tilbakelegging.
Antall kombinasjoner er da gitt ved lign.(B.16), dvs.:

N! N
# ikke-ordnede komb. u/tilbakelegging = W < > (1.140)
N —s)! s!

binomialkoeff.
>

~
situasjon 3

26Samme sannsynlighet for & trekke en pasient.
2T0m vi trekker en pasient sa har det ikke pavirkning pa hva slags pasient vi trekker neste gang.
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a)  P(A):

Det er to kategorier, 4 menn og 5 kvinner. Dermed:

tall ge ki inasj
P(A) = antall gunstige kombinasjoner (1.141)

—= antall mulige kombinasjoner

kategori 1 - kategori 2

= 1.142
totalt ( )
=4 =1
e lothe
b))
3 0 4.1
= Y- = — = 004 =4. .
9 S 0.048 (=4.8 %) (1.143)
3
=84
b)  P(B)
Det er to kategorier, 4 menn og 5 kvinner. Dermed:
tall tige kombinasj
P(B) - anta guns'zge om ‘maéjoner (1.144)
B antall mulige kombinasjoner
_ kategori 1 - kategori 2 (1.145)
B totalt '
=1 =10
e Rothe
() ()
0 3 1-10
= ~—4 -4 = —— = (.11 1.14
9 84 LLLY (1.146)
3
~—~—

= 84
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c) P(C):

Det er to kategorier, 4 menn og 5 kvinner. Dermed:

antall gunstige kombinasjoner

3
a2
[

|

antall mulige kombinasjoner

kategori 1 - kategori 2

totalt
—4 =10
=N A~
() ()
1 2 4-10
S U VIR
3

Det er to kategorier, 4 menn og 5 kvinner. Dermed:

antall gunstige kombinasjoner

o,
S
I

N

antall mulige kombinasjoner

kategori 1 - kategori 2

totalt
=6 =5
=~ =
()()
2 1 6-5
= — 7N T mr - WY
3
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Kommentarer:

1) Legg merke til folgende: Det er 2 kategorier, menn og kvinner. Sannsynligheten blir da:

2 stk. binomialkoeff.
P(d 2 kategori = 1.153
(dersom 2 kategorier) antall mulige kombinasjoner ( )

2) Antall kombinasjoner som finnes av kvinner og menn har ikke noe med hverandre a gjore.
De er uavhengige.
Derfor kan vi multiplisere antall kombinasjoner i teller i lign.(1.149).
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1.2 Betinget sannsynlighet

betinget sannsynlighet
7\

Noen ganger har vi %illeggsinformasjon om noe som har skjed&.

Dette kan pavirke beregningen av sannsynlighetene.

"';;1:;_{?\{ [ knoto
P(A|B)
read “probability of A given B"

Figur 1.19: Betinget sannsynlighet.
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Eksempel: ( bankkunder - betinget sannsnynlighet )

Bedriftdivisjonen til Sparebanken Mgre har totalt 66 kunder, Ky, Ks, ... , Kgg.
Banken klassifiserer kundene sine hht. figur 1.21.

Eksperiment:
Banken gnsker a gjore folgende eksperiment: trekke en vilkarlig kunde.

Utfallsrom:

0 — {Kl, Ky, oo K66} (1.154)

dvs. 66 utfall hvor vi antar at alle utfall har lik sannsynlighet, dvs. uniform sannsynlighetsmodell.

Definer folgende begivenheter: 28

A = { K | hvor kunden K er en god kunde } (1.155)

B = { K | hvor kunden K er en kunde med stor omsetning } (1.156)
ANB = { K | hvor kunden K er en god kunde med stor omsetning } (1.157)
AB = { K | hvor kunden K er en god kunde (1.158)

dersom vi vet at kunden har stor omsetning }

Figur 1.20: Sparebanken Mgre.

28Legg merke til at notasjonen A|B er ny og star for betinget sannsynlighet.
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B (stor omsetn) | B (liten omsetn) | totalt

A (god kunde) 21 13 34
A (darlig kunde) 15 17 32
totalt 36 30 66

Figur 1.21: Bedriftkundemassen til Sparebanken Mgre.
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Eksperiemt: En tilfeldig bedrift velges fra kundemassen.

a) Hva er sannsynligheten for a trekke en god kunde, dvs. P(A)?

b) Hva er sannsynligheten for a trekke en kunde med stor omsetning, dvs. P(B)?

c) Hva er sannsynligheten for a trekke en god kunde med stor omsetning, dvs. P(AN B)?

d) Hva er sannsynligheten for a trekke en god kunde dersom vi vet at kunden
har stor omsetning, dvs. P(A|B)?
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Lgsning:

a) Sannsynligheten for a trekke en god (A) kunde:

antall gode (A) kunder 34

P(A) = = — =~ 0.52 1.1
# antall totalt 66 (.02 (1.159)
b) Sannsynligheten for a trekke en kunde med stor (B) omsetning:
P(B) - antall kunder med stor (B) omsetning _ 36 ~ 055 (1.160)
—_— antall totalt 66 =
c) Sannsynligheten for a trekke en god (A) kunde med stor (B) omsetning:
P(A/%g\B) _ antall gode (A) kunder med stor (B) omsetning 2 ~ 032 (1.161)
s antall totalt 66 -
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d) Sannsynligheten for a trekke en god kunde dersom vi vet at kunden
har stor omsetning:

Siden vi vet at kunden har stor (B) omsetning, sa kan man si at

B allerede har inntruffet. Det betyr at alle kundene med lav omsetning ikke kan bli trukket,
mao. utfallsrommet har blitt mindre.

P(AB) — antall gode (A) kunder med stor (B).omsetning _2 (1.162)
antall totalt med stor omsetning 36
= 21/66
z P(ANB)
—%6 - = 0.58 (1.163)
$ P(B) =
~——
= 36/66
Konklusjon:
Sannsynligheten for a trekke en god kunde, P(A) & 0.52, er altsa ikke den samme
som sannsynligheten for a trekke en god god kunde dersom vi vet at
kunden har stor omsetning, P(A|B) =~ 0.58.
[ |
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Definisjon: ( betinget sannsynlighet )

Den betingede sannsynligheten er definert ved:

P(AN B)

P(AIB) = 5

(1.164)

hvor

P(A|B) = sannsynligheten for A gitt B ( B allerede har inntruffet )
( betinget sannsynlighet)

P(ANB) = “og”-sannsynligheten for A og B

P(B) = sannsynligheten for B # 0
(ubetinget sannsynlighet)

Lign.(1.164) er en definisjon og trenger saledes ikke a bevises.

64

(1.165)

(1.166)



1.2.1 Multiplikasjonssetningen

Fra definisjonen av betinget sannsynlighet i lign.(1.164) folger trivielt det som kalles multiplika-
sjonssetningen:

Setning:  ( multiplikasjonssetningen, generelle )

For begivenhetene A og B gjelder:

og

P(A"n "B) = P(A|B)P(B) (1.167)
[ |
Bevis:
Folger trivielt fra definisjonen av betinget sannsynlighet:
lign.(1.164) P(A N B)
A|B = _ - P(B 1.1
P(AIB) B (B) (1.168)
)
P(ANnB) = P(A|B)P(B) (1.169)
[ |
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Siden P(BN A) = P(AN B) folger det umiddelbart at multiplikasjonssetningen alternativt kan
skrives:

Setning: ( multiplikasjonssetningen, generelle )

For begivenhetene A og B gjelder:

= P(ANB)
——
P(BNA) = P(B|A)P(A) (1.170)
|
For en betinget sannsynlighet star det vi vet til hgyre for “|”:
P(B|A) = P(B| par vi vet4) (1.171)

vet
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1.2.2 Uavhengighet

Definisjon: ( uavhengighet )

To begivenheter A og B er uavhengige dersom

P(A|B) = P(A) (1.172)

Lign.(1.172) er en definisjon og trenger saledes ikke a bevises.

Dette betyr at selv om B har inntruffet sa pavirker ikke det sannsynligheten for A.
Med andre ord, A og B er uavhengige.
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Setning:  ( multiplikasjonssetningen, spesielle )

Dersom begivenhetene A og B er uavhengige, sa gjelder:

(1.173)

Bevis:

Multiplikasjonssetningen i lign.(1.167) gir:

P(ANB) "EY poa|B) P(B)

Men siden A og B er uavhengige sa er er

P(A|B) = P(A)

Dermed:

P(ANB) = P(A)P(B)
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Tkke bland sammen begrepene “uavhengighet” og “disjunkthet”: 29
vanskelig a visualisere og
L ~~ .
i)  Uavhengighet : P(A"n "B) = P(A)P(B) ( se lign.(1.173) )
eller
.. . a —~~ .
ii) Disjunkt: P(A"U B) = P(A)+ P(B) (' se lign.(1.34) )

——
ikke overlapp

29Disse begrepene kan ogséa veere koblet pa fplgende mater:

nesten alltid

disjunkt — avhengig
disjunkt iicke n@éh':endigws avhengig
30Altsa: P(og) = PRODUKT av ubetingede sannsynligheter

31Altsa:  P(eller)

SUM av ubetingede sannsynligheter
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Eksempel: ( eksamen 1. juni 2012, sannsynlighetsregning )

La oss se pa begivenhetene A og B. Nedenfor ser du fire matematiske uttrykk for disse begiven-
hetene. To og to av disse hgrer sammen og danner to forskjellige setninger.

P(A)- P(B) (1.179)
P(A) + P(B) (1.180)
P(ANB) (1.181)
P(AU B) (1.182)

a) Sett sammen to og to av disse uttrykkene som hgrer sammen slik at de danner to setninger.
b) Hvilke navn har disse to setningene?

c) For de to setningene i oppgavene foran, hva er forutsetningen for at de skal gjelde?

Figur 1.22: Statistikk.
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Lasning:

a) P(AUB) = P(A)+ P(B) : P(ANnB) = P(A)-P(B)

b) Den spesiclle addisjonssetningen ,  Den spesiclle multiplikasjonssetningen

c) Den spesielle addisjonssetningen forutsetter:
Begivenhetene A og B er disjunkte, dvs. AN B = &, dvs. A og B inntreffer aldri samtidig.

Den spesielle multiplikasjonssetningen forutsetter:
Begivenhetene A og B er uavhengige, dvs. P(A|B) = P(A) eller P(B|A) = P(B).
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1.2.3 Bayes lov

Setning: ( Bayes lov )

For begivenhetene A og B gjelder:

P(A|B) = P(B|A) ié? (1.183)

~—

Bevis:

Bayes lov folger direkte fra multiplikasjonssetningen og det faktum at P(AN B) = P(BN A):

P(ANB) = P(BNA) (1.184)
T
P(AIB)P(B) — P(BJA)P(A) -% (1.185)
P(A|B) = P(B[A)% (1.186)
n
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Pa same mate som multiplikasjonssetningen sa kan vi snu pa Bayes lov og skrive denne pa en
alternativ mate:

Setning: ( Bayes lov )

For begivenhetene A og B gjelder:

P(B|A) = P(A|B) ];Ei; (1.187)

Thomas Bayes

Figur 1.23: Bayes lov. Thomas Bayes.
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Eksempel: ( likviditet og gkonomi - betinget sannsynlighet )

Lindorff Group AB har gjort en likviditetsvurdering av alle store og mellomstore bedrifter i Mgre &
Romsdal. De deler bedriftene inn i grupper: god likviditet (A) og darlig likviditet (A). Videre deler
de bedriftene inn i de som har gjennomfgrt investeringer som forventer avkastning i et langsiktig
(B) tidsperspektiv, og de som kun har gjort investeringer med tanke pa kortsiktige (B) gevinster

eller av helt ngdvendige grunner (B):

B B
langsiktige kortsiktige ngdvendige
. . . . . . totalt
Investerlnger Investerlnger |nve5ter|nger
A (god likviditet) 0.45 0.20 0.15 0.80
A (darlig likviditet) 0.02 0.08 0.10 0.20
totalt 0.47 0.28 0.25 1

Figur 1.24: Relative hyppigheter.

Vi har altsa definert begivenhetene:

e A = bedrift har god likviditet

e B = ebedrift har gjennomfort langsiktige investeringer

/" LINDORFF

Figur 1.25: Lindorftf.
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Eksperiment:
Vi gjor fglgende eksperiment: trekker en tilfeldige bedrift.

Utfallsrom:
Utfallsrommet bestar av alle 2-tupler:

0 = {(A,B), (A,B), (4,B), (Z,E)} (1.188)

a) Hva er sannsynligheten for at en tilfeldig valgt bedrift har god likviditet?

b) Hva er sannsynligheten for at en tilfeldig valgt bedrift har gjennomfort
langsiktige investeringer?

c) Hva er sannsynligheten at en tilfeldig valgt bedrift har god likviditet dersom vi vet at
bedriften har gjort langsiktige investeringer?

d) Hva er sannsynligheten at en tilfeldig valgt bedrift har gjort langsiktige investeringer dersom
vi vet at bedriften har god likviditet?
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Lgsning:
a) God (A) likviditet:

P(A) = 045+ 0.20+0.15 = 0.80 (1.189)

som er den wbetingede sannsynlighten for at en tilfeldig valgt bedrift har god likviditet.

b) Langsiktige (B) investeringer:

P(B) = 0.45+0.02 = 047 (1.190)

som er den ubetingede sannsynlighten for at en tilfeldig valgt bedrift har gjennomfart
langsiktige investeringer.

c) God (A) likviditet dersom vi vet at bedriften har gjort langsiktige (B) investeringer:

og
Siden vi kjenner sannsynlightetene P(B) og P(A” N " B) sa kan vi bruke
multiplikasjonssetningen i lign.(1.167):

hyppighet god likv. (A) og langsikt. (B)
hyppighet langsiktige investeringer

P(A|B) =

utfallsrommet ’redusert’ til kun B

= 0.45

———
lign.(167) P(ANB) 045
B P(B) 047

——

= 0.47

~

]
o]
D

(1.191)

ll'

som er den betingede sannsynlighten for at en tilfeldig bedrift blant de som har
gjort langsiktige (B) investeringer, har god likviditet (A).
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d) Langsiktige investeringer (B) dersom vi vet at bedriften har god (A) likviditet:

Siden vi kjenner sannsynlightetene P(A), P(B) og P(A|B) sa kan vi bruke
Bayes lov i lign.(1.187):

= 0.47
~ 0.96 N
n(L1s7) —— P(B 0.47
P(B|A) LD P(A|B)%A§ = 0.96- 55 = 056 (1.192)
——
~ 0.80

som er den betingede sannsynlighten for at en tilfeldig valgt bedrift blant de som har
god likviditet (A), har gjort langsiktige (B) investeringer.

Alternativt kan vi finne P(B|A) via direkte avlesning av tabellen,
analogt med lign.(1.191), dvs. multiplikasjonssetningen:

hyppighet langsikt. (B) og god (A) likv.
hyppighet god likviditet

P(BJA) =

utfallsrommet ’redusert’ til kun A

= P(ANB)=0.45

——
lign.(1.170) P(BNA) 045

- ~ 0.56 1.193
P(A) 0.80 == (1.193)
——
=0.80

dvs. samme svar som i lign.(1.192), selvfglgelig.
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1.2.4 Sannsynlighetstraer

I mange tilfeller har man et eksperiment som gjennomfgres som en sekvens av steg, dvs. en bestemt
rekkefglge av steg.
I slike tilfeller kan det vaere hensiksmessig a tegne opp et tre som viser de ulike mulighetene.

Slike treer kalles sannsynlighetstraer. 32

Sannsynlighetstre
For a kaste kron eller mynt
° 1 1.kast
2

Pilene representerer

betingete sannsynligheter

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

Lgvnodene representerer utfallsrom

Figur 1.26: Sannsynlighetstre - sekvens av steg.

32Utfallsrommet er gitt ved lgvnodene. Pilene represneter betingede sannsynligeheter.
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Eksempel: ( fond, gkonomi - sannsynlighetstraer )

En amerikaner har bestemt seg for a investere i fond.

Anta at sannsynligheten for at han investerer pa NASDAQ-bgrsen er 75 % og sannsynligheten for
a investere pa NYSE-bgrsen er 25 %.

Anta videre at det er 80 % sannsynlighet for at disse NASDAQ-fondene blir innvesret i teknologi.
Anta ogsa at det er 40 % sannsynlighet for at NYSE-fondene blir innvesret i teknologi.

e 75% NASDAQ
— av disse blir 80 % investert i teknologi
e 25% NYSE

— av disse blir 40 % investert i teknologi

Hva er sannsynligheten for at amerikaneren gjor invesetringer i teknologi?

Figur 1.27: NASDAQ og NYSE.
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Lgsning:

Legg merke til at denne situasjonen med investeringer kan ses pa som en sekvens av steg:
Farst velges bgrs, deretter om man skal gjore investeringer i teknologi eller noe annet.

Derfor er det her hensiktsmessig & bruke et sannsynlighetstre: 33

Teknologi Andre

0.2

Teknologi Andre

0.6

P( teknologi | NASDAQ) = 0.8
P( teknologi | NYSE) = 0.4

NASDAQ NYSE

Pilene representerer
betingete sannsynligheter

0.75 0.25

USA

Figur 1.28: Sannsynlighetstre for fond i USA.

NB!

.

Sannsynlighetstreet i figur (1.28) er en visuell fremstilling av opplysningené.
Med en slik fremstilling er det lettere a se at: 34

P(aksjene investert i teknologi) = 0.75-0.8 + 0.25-0.4 = 0.70

33Utfallsrommet er gitt ved lgvnodene. Pilene represneter betingede sannsynligeheter.
31Fglg de bla linjene i sannsynlighetstreet.

30
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1.2.5 Oppsplitting av (2

Eksempel: ( fond, gkonomi - sannsynlighetstreer )

La oss igjen se pa eksempelet i forrige avsnitt. La oss lgse oppgaven ved regning.

Anta at vi har:

e A = teknologi
e B; = NASDAQ
e By, =NYSE

Eksperiment:
Trekker et fond som amerikaneren har investert i.

Utfallsrom:
Utfallsrommet bestar av alle dubletter:

0 = { (B4, (BLA), (B A), (B A) }

Definer fglgende begivenheter:

B = { (Bi,A), (B, A) } (et NASDAQ-fond trekkes)

By, = { (B, A) , (Ba, A) } (et NYSE-fond trekkes)

Vi har altsa splittet utfallsrommet Q =By U By i to:

eller

Q:{Bl,BQ}
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Noe av NASDAQ-fondene investeres i teknologi, A N B;. Tilsvarende, noe av NYSE-fondene inves-
teres ogsa i teknologi, A 1 /3,. Den totale mengden fond som investeres i teknologi A er summen
av disse:

A = (AmBl)\Li/(AmBg) (1.199)

eller

ANB, ANB,

Figur 1.29: Oppsplitting av sannsynlighetsrommet i to, {2 = B; U Bs.
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Via lign.(1.199) finner vi sannsynlighten P(A):

P(A) = P|(ANB) (1.200)

(AN B

eller

Av figur (1.29) ser vi at det ikke er noe overlapp mellom A N By og , dvs. de er disjunkte
3. Da gjelder den spesielle addisjonssetningen for “eller”-sannsynligheten i lign.(1.200): 3¢

P(A) = P(ANB,) + P( ) (1.201)

Denne ligningen inneholder to “og”-sannsynligheter. Dermed kan vi bruke multiplikasjonssetnin-
gen” pa disse:

= P(A|B1)-P(B1) = P(A|B2)-P(Bs)
— —
P(A) = P(ANB) + P( ) (1.202)
=0.8 = 0.75 =04 = 0.25
lign.(1.167) 7 ——
= P(A|B,)-P(By) + P(A|B,)-P(B,) (1.203)
= 08075 + 04:025 = 07 (1.204)

dvs. samme svar som ved bruk av sannsynlighetstre, selvfglgelig.

35 At det ikke er noe overlapp, dvs. disjunkte, betyr at (A N By) U ( )=o.
36Den spesielle addisjonssetningen i lign.(1.34) sier at: P(AU B) = P(A) + P(B).
3TMultiplikasjonssetningen i lign.(1.167) sier at: P(ANnB)=P(A|B)- P(B).
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Setning:  ( oppsplitting av 21 2)

For betingelsene A og B gjelder at:

P(A) = P(A|B)) P(B1) + P(A|By)P(B,)

(1.205)

Bevis:

Anta at utfallsrommet €2 splittes i to delrom som er disjunkte:

eller

A= (AnNB) U (AN By) (oppsplitting)
dvs. By N By = @. Dermed er tilhgrende sannsynlighet:
P(A) = P(ANBy) + P(ANBy)
Via multiplikasjonssetningen i lign.(1.167) far vi dermed:

P(A) = P(A|Bi) P(Bi1) + P(A|By) P(B,)

Figur 1.30: Oppsplitting av sannsynlighetsrom €2, jfr. lign.(1.206).
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Eksempel: ( gkonomisk vekst )

Det er ofte en klar sammenheng mellom gkonomisk vekst i et land og styrkingen av valutaen.
Grovt sett sa fglger disse stgrrelsene et generelt mgnster:

= H =S
—N— . - ~- ~
Ved hoy vekst er det 70 % sannsynlig at valutaen styrker seg, P(S|H)=0.7
=M =38

——~ - ~
Ved middels vekst er det 50 % sannsynlig at valutaen styrker seg, P(S|M) =0.5

=1L =S
—N— ~ 7\ ™~
Ved lav vekst er det 20 % sannsynlig at valutaen styrker seg, P(S|L) =0.2

Anta at sannsynligheten for gkonomisk vekst i Qsterrike er: 38
P(H) = 10.32 (sannsynlighet for hoy gkonomisk vekst) (1.210)
P(M) = 051 (sannsynlighet for middels gkonomisk vekst) (1.211)
P(L) = 017 (sannsynlighet for lav gkonomisk vekst) (1.212)

Figur 1.31: @Qkonomisk vekst.

38Legg merke til at lign.(1.210)-(1.212) representerer en gyldig sannsynlighetsfordeling siden:

P(hoy) + P(middels) + P(lav) = 0.32 + 051 + 017 = 1 (1.209)
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Ovenfor har vi notasjonen:

o H= gkonomisk vekst
e M = middels gkonomisk vekst
e [ = lav gkonomisk vekst

e 5 = valutaen stryrker seg

Eksperiment:
Observerer hvordan valutaen styrker seg.

Utfallsrom:
Utfallsrommet bestar av alle dubletter:

hvor vi har definert folgende begivenheter:

- { (H,S), (H,5) } (hoy okonomisk vekst)
M = { (M, S), (M,5S) } (middels gkonomisk vekst)
L = { (L, .5 } (lav gkonomisk vekst)
S = { (H, .S), (L,S) } (valutaen stryrker seg)

hvor ( se lign.(1.210)-(1.212) )

P(H) + P(M) + P(L) = 032 + 051 + 017 = 1

representerer en gyldig sannsynlighetsfordeling.

86

(1.213)

(1.214)

(1.219)



a) Hvaer P(9)? %

b) Hvaer P(H|S)? *

c) Er begivenhetene om gkonomisk vekst og styrkingen av valuta uavhengige for Osterrike
sit tilfelle?

39Dvs. finn sannsynligheten for at valutaen styrker seg i Osterrike.
40Dvs. finn sannsynligheten for at det er hgy vekst i (sterrike dersom vi vet at valutaen styrker.
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Lgsning:

a) Siden vi kjenner P(S|/7) og P(S|L) i tillegg til de ubetingede sannsynlighetene i lign.(1.210)
og (1.212), sa kan vi bruke setning om oppsplitting av 2 i lign.(1.207):

P(S) = P(S|H)P(H) + P(S|M)P(M) + P(S|L)P(L) (1.220)
—_ —— —— ———— —— "~
=07 =032 =05  =0.51 =02 =017
= 07-032 4+ 05-051 + 02-017 =~ 0.513 (1.221)
Konklusjon:

Det er 51.3 % sannsynlighet for at valutaen styrker seg i Osterrike.

b)  Sannsynlighetene P(/7|S) og P(S|/1) er ikke like. Det er imidlertid en sammenheng
mellom dem. Denne sammenhengen finnes via Bayes lov i lign.(1.183):

= 0.32
P(H) 0.32
lign.(1.183) :
P(HI|S = P(S e = 07— = 044 1.222
(/118) 511) - sy T~ 0 (1.222)
= 0.7 S—~—
= 0.513
Konklusjon:

Dersom valutaen styrker seg, sa er det 44 % sannsynlighet for at @sterrike har hgy
gkonomisk vekst.
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c) Uavhengighet testes ved a regne ut P(S N //) og produktet P(//) - P(S). Dersom disse
to er like, sa er begivenhetene // og S uavhengige, jfr. den spesielle multiplikasjonssetningen

ilign.(1.173).

i)  Siden vi kjenner P(//|S) og P(S), sa kan vi finne P(S N /) via multiplikasjonssetningen
i lign.(1.167):

[y

167)

P( A S) lign.( 0.22

P(H15) P(S) ~ 0.22 (1.223)
—— —~—

~044 =0.513

Sa et sveert viktig poeng: Siden vi ogsa kjenner P(S|/1) og P(/), sa kan vi alternativt

finne P(S N /) via disse stgrrelsene. Multiplikasjonssetningen (1.170) gir:

PSS pesiiy P~ 0.22 (1.224)
=0.7 =0.32

dvs. samme svar som i lign.(1.223), selvfolgelig.

ii) Produktet er lett a regne ut:

P(S)P(//) = 0513-032 ~ 0.16 (1.225)

Konklusjon:
Siden P(SNH) # P(S)P(/) saer begivenhetene avhengige .

—— —_——
~ 0.22 ~ 0.16
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Kapittel 2

Stokastiske variabler, forventning og
varians

6.0%

2 5.0%
o

ear Tre

4.0%

w
aQ
X

Percentage Departure of Yield from Lin
S
X

,_.
Q
X

0.0%
1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010

—Data —Linear(Data)

Figur 2.1: Forventning og varians.
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2.1 Stokastiske variabler

Definisjon: ( stokastisk variabel ) !

En stokastisk variabel er en stgrrelse X som kan anta ulike verdier x med ulike sannsynligheter.
—
tilfeldig

Noen kommentarer:

”hakkete” 7 glatte”

Vi skiller mellom diskrete og kontinuerlige stokastiske variabler

stor X = stokastisk variabel

liten x = en mulig verds til variabelen X

e Pa de neste sidene skal vise at enhver stokastisk variabel har en tilhgrende sannsynlighets-
fordeling P(X = x).

Roandom  Possible
Variable Values

0 «— @
X = -

]

& u.f_.)

Figur 2.2: Diskret stokastisk variabel.

'En mer teknisk (matematisk) versjon av definisjonen av en stokastisk variabel er: Med en tilfeldig variabel
mener vi en funksjon X som til ethvert mulig utfall definerer et bestemt reelt tall.
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2.1.1 Diskret VS kontinuerlig stokastiske variabler

”hakkete”

——
Definisjon: ( diskret stokastisk variabel )

En diskret stokastisk variabel er en stgrrelse X som kan ha et endelig antall eller et tellbart
uendelig antall mulige ulike verdier x med ulike sannsynligheter.

” gl&tt”

Definisjon:  ( kontinuerlig stokastisk variabel )

En kontinuerlig stokastisk variabel er en stgrrelse X som kan ha alle verdier i et intervall tallinjen
eller hele tallinjen.

Diskret stokastisk variabel Kontinuerlig stokastisk variabel
X X
Mulige verdier x: Mulige verdier x:
Endelig eller tellbart mange Intervall eller hele R
Eksempel: Eksempel:
{0,1,...,n} [0, 1] eller [0, o0)
Sannsynlighetsfordeling: Sannsynlighetsfordeling:

f(xz) = P(X = z) for alle mulige = f(x) definert for alle reelle =
ved Pla < X < b) = [° f(x)da

78\

/ \

: ; \\
s / \\

Figur 2.3: Diskret VS kontinuerlig stokastisk variabel.
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Eksempel: ( gkonomi - utfallsrom , diskret stokastisk variabel , fordeling )

Anta at aksjekursen til National Oilwell Varco, NOV, kun kan ha verdiene 95 NOK, 100 NOK
eller 110 NOK. Aksjekursen er med andre ord et reelt tall. Derfor kan aksjekursen representeres
ved en tilveldig variabel X . Utfallsrommet til denne tilveldige variabelen er:

Q={95, 100, 110 } (2.1)

Avhengig av mange faktorer som f.eks. driftsresultat, omsetning og forventet optimisme i markedet
sa har NOV vurdert at aksjeprisen for neste kalenderar vil veere:

P(X = 95) ~ 020 (=  Pa) ) (2.2)
P(X =100) = 0.70 (=  Play) ) (2.3)
P(X =110) = 0.10 (=  Pz3) ) (2.4
N———— N——

stor X for selve variabelen liten = for verdien

som selvsagt oppfyller 3% P(x;) =1, (jfr. lign.(1.29) ) 2.

Lag et stolpediagram av P(X = z).

NATIONAL
OILWELL

Figur 2.4: National Oilwell Varco, NOV.

231’1 = 95, T = 100 0og T3 = 110
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Lgsning:

Sannsynlighetene i lign.(2.2)-(2.4) kan plottes i et stolpediagram:

0.80 ——

0.60 —4—

0.40 —4—

0.20 4

95 100 110

Figur 2.5: Sannsynlighetsfordeling P(X = z).

Kommentarer:

e Fordelingen i figur (2.5) er asymmetrisk om X = 100, dvs. “skjev”.

e En sannsynlighet er som en “vekt”. Verdien x; = 95 har “vekten” P(X = 95) = 0.20.
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Definisjon:  ( sannsynlighetsfordeling, diskret )

En sannsynlighetsfordeling P(x;) til en diskret stokastisk variabel X er en funksjon definert ved

P(z;)) = P(X =ux;) (2.5)
——

liten = for verdier stor X for selve variabelen

hvor

i o= 1,2,3,.. (2.6)

P(z;) = sannsynligheten for at X har verdien x; (2.7

slik at ). P(z;) = 1.

Definisjon: ( sannsynlighetsfordeling, kontinuerlig )

En sannsynlighetstetthet f(x) til en kontinuerlig stokastisk variabel X er en funksjon

f(z) (2.8)
~—~
liten = for verdier
slik at  [*_ f(x)dz = 1.
[ |
0.18
0.16
0.14 03
0.12
f(x)
0.10
P(x) 0.08
0.06 01
0.04
0.02
0.00 - ‘ ° '
2 4 6y ° 10 12 X

Figur 2.6: Diskret VS kontinuerlig.
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Eksempel: ( gkonomi - utfallsrom , diskret stokastisk variabel , fordeling)

La oss na forsette med forrige eksempel.
La oss se pa sannsynligheten for at den tilfeldige variabelen X har verdi mindre eller lik 95.
Fra lign.(2.2) ser vi at:

P(X <95) = P(X =95 = 0.20 (2.9)

Tilsvarende: sannsynligheten at den tilfeldige variabelen X har verdi mindre eller lik 100 er
( se lign.(2.2) og (2.3) )

P(X <100) = P(X =95)+ P(X =100) = 0.2040.70 = 0.90 (2.10)

Og til slutt, sannsynligheten at den tilfeldige variabelen X har verdi mindre eller lik 110 er

P(X <110) = P(X =95)4 P(X = 100) + P(X = 110)

= 02040704010 = 1 (2.11)

P(X < z) kalles kumulativ sannsynlighetsfordeling. Den kan illustreres slik:

F(x)

0.80 ——

0.60 ——
0.40 —{—

0.20 |------I | R

I I I
95 100 110

X

Figur 2.7: Kumulativ sannsynlighetsfordeling F'(z) = P(X < x).
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Definisjon: ( kumulativ sannsynlighetsfordeling )

Den kumulative sannsynlighetsfordeling F' til en diskret stokastisk variabel X er definert ved

F(r) = P(X <a) (2.12)

Dersom fordelingsfunksjonen P(X = z) er kjent, slik som i eksemplet ovenfor, sa er

F(z) = Y P(X =u) (2.13)

hvor P(X = ;) er en diskret sannsynlighetsfordeling.
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2.2 Forventning og varians

2.2.1 Forventning

Forventningsverdi:

e et mal for “tyngdepunktet”

e ‘“gjennomsnittet” i det lange lgp

ma ikke ngdvendigvis veere lik en mulig verdi av den stokastiske variabelen

forventing er ikke en sannsynlighet

forventningsverdi er heller ngdvendigvis ikke den verdien som er mest sannsynlig

Eksempel: ( terningkast - diskret stokastisk variabel | verdi , vekt , forventningsverdi )

verdi
7\

Stokastisk variabel: (Q :f[ 1,2,3,4,5,6 P)

X = antall gyne i terningen (2.14)
VERDI VEKT
X% i1 e P(X=x) i=1..6
AN A
I ) ° ° 1 T
=°T ° ¢ — 08 T
o 4 4 ® E[X]=3.5 b
S =06 T
3 4+ ° P(X=x) = 1/6  (=0.17)
2 1 ° ° 04 —+
1 4 +
¢ ¢ 02 ® o 0o o o o
- - > i — 1> X
(terning kast nr. i) 1 2 3 4 5 & VERDI

Mange forsgk

Figur 2.8: Verdi og vekt.
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Forventet antall gyne i et teringkast:

Forventningen E[X] er pa formen:

E[X] = Z verdj; -

K3

Vthi
~——
P(X=x;)

(2.16)

100

(2.15)



Definisjon:  ( forventningsverdi, diskret )

For en diskret tilfeldig variabel X med de mulige verdiene 1, o, ... , x, er forventningsverdien:
EX] = Y 4 P(X =) (2.17)
i=1
hvor 3
n = antall utfall i utfallsrommet (2.18)
P(X =x;) = punktsannsynligheten (2.19)
[ |

Definisjon: ( forventningsverdi, kontinuerlig )

For en kontinuerlig tilfeldig variabel X har forventningsverdien:

BX] / h x f(z)dx (2.20)

hvor

f(z) = sannsynlighetstetthet (2.21)

3For en terning er n = 6.
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2.2.2 Varians

Varians:

e et mal for “spredning”
e et mal for avviket fra forventningsverdien

e gjennomsnittlig avvik fra forventningsverdien

Eksempel: ( terningkast - diskret stokastisk variabel , verdi , vekt , varians ,

Stokastisk variabel:

X = antall gyne i terningen

dvs. utfallsrommet er: Q={1,2,3,4,5,6 }.

Varians Var[X] i antall gyne i et teringkast:

1 1 1
Var[X] = (1-3.5)%: st (2—-3.5)%. 5t (3—-3.5)%. 5
+ (4—35)2-1 + (5—35)2-1 + (6—35)2-1
' 6 ' 6 ‘ 6
= 292 (vanskelig a tolke)
Standardavvik o[X] i antall gyne i et teringkast:
o X] = V/Var[X] = v292 = 1.71 (lett a tolke)
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Varians Var[X] er pa formen:

Var[X] = Y avvik} - vekt, (2.26)
() T
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Definisjon: ( varians )

For en stokastisk variabel X er variansen

Var[X] = E[(X - E[X])?] (2.27)

altsa

Var[X] = forventet avvik (2.28)

Variansen er altsa forventningsverdien til avviket (X — E[X])2.
Dermed kan vi bruke definisjonen av forventningsverdien til a skrive ut lign.(2.27) eksplisitt:

Diskret:
Var[x] "L ST (2, - B[X))? P(X = z,) (2.29)
i=1
Kontinuerlig:
Varlx] "2 [ (o - B0 f0) (230
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Diskrete stokastisk variabeler med sannsynlighetsfordeling P(x) som har forskjellige
forventninger F[X] og forskjellige varianser Var[X] er vist i figur (2.9):

”tyngdepunkt” ”spredning”
az az
P(x) P(x)
Q15 Q15
a1 a1
005 Q05
1 | i .||| | ||I.
a— T T X - I T X
a 1d 20 3d 4a 50 a 1d 20 3d 4d  5a
az az
P(x) P(x)
015 g5
ai aAi
045 Q.05 7
q e X ] Ay l....|.||I||| L )L .||I|... bx
a &0Q a 1d 24 3 40  5Q

Figur 2.9: Diskret p(z) = P(X = z) . Forskjellig F[X] og forskjellig Var[X].
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Setning: ( varians , “varianssetningen” )

La X veere en stokastisk variabel. For variansen gjelder da:

Var[X] = E[X? — E[X]? (2.31)

Bevis:
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2.2.3 Kovarians

Kovarians:

e et mal for “samvariasjon / korrelasjon”
e ct mal for avviket mellom X og E[X] og Y og E[Y]

e gjennomsnittlig avvik fra forventningsverdien til forskjellige variabler

Var[X] Cov[X,Y]

Definisjon: Definisjon:
Var[X] = E[(X-E[X])?] coviX,y] = E[ (X—-E[X]) (Y -E[Y]) ]
Mal pa: Mal pa:
* spredning * samvariasjon / korrelasjon
* avvik mellom (X ogE[X]) » avvik mellom (X og E[X]) og (Y og E[Y])
Var[X] utskrevet: Cov[X,Y] utskrevet:
Var[X] = 3 (x - E[X])? P(X=x) covixy¥l = 5 5 (x~Ex1) (v, - E1¥1) pOx,y)

i=1 i=1 j=1

Figur 2.10: Var[X] VS Cov[X,Y].
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Definisjon: ( kovarians )

samvariasjon/korrelasjon

La X og Y veere to stokastiske variabler. Med  kovariansen = mellom disse mener vi:

samvariasjon/korrelasjon

——
CoulX,Y] = E[(X-EX])Y -E[Y))] (2.36)

Kovariansen er et mal pa grad av samvariasjon/korrelasjon:

negativ ”motfase”
—— -~ % ~
e Cov[X,Y] <0: betyr at store X girsma Y |, X ogY varierer i "motsatt”

e Cov[X,Y] >0: betyr at store X gir store Y , X og Y varierer i "motsatt”
~ / N - >

positiv ” fase”

Figur 2.11: Samvariasjon.
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Diskret:

CoulX¥] = Y3 (- BLX)) (1 - EY]) plony) (237
Kontinuerlig:
Cov[X,Y] = /_ h /_ h (x . E[X]) (y - E[Y]) p(z,y) dzdy (2.38)

109



Definisjon: ( simultanfordeling )

La X og Y veere to stokastiske variabler. Med simultanfordeling menes:

PX=x,Y=y) = pl,y) (2.39)
|
Simultanfordeling er som en “og”-sannsynlighet:
den sier noe om hvor stor sannsynlighet det er for at X = x og samtidig Y = y.
Definisjon: ( marginalfordeling )
La X og Y veere to stokastiske variabler. Med marginalfordeling menes:
P(X =xz) = ) plx,y) (2.40)
Y
PY =y) = Y plx,y) (2.41)
|

Marginalfordeling er som en “individuell” sannsynlighet:

- den sier noe om hvor stor sannsynlighet det er for at X = x, uansett hva verdien av Y er
- den sier noe om hvor stor sannsynlighet det er for at Y = y, uansett hva verdien av X er
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Eksempel: ( gkonomi - simultan , marginal , forventning , uavhengighet )

Du jobber som aksjemegler ved Oslo Bgrs. Du og dine kollegaer gnsker a se naermere pa sammen-
hengen mellom aksjekurs (pris) og antall aksjer som omsettes per dag.

Siden du har spesialisert deg pa offshorenaeringen sa er aksjekursen til Seadrill interessant for deg.
Du bestemmer deg for a definere de stokastiske variablene X og Y:

e X = kursen (prisen) pa en Seadrill-aksje en gitt dag

e Y = antall Seadrill-aksjer som omsettes per dag

og-sannsynligheter
7\

Basert pa erfaring har du funnet fglgende simultanfordelingen for X og Y

# aksjer omsatt per dag
Y=80000 | Y=120000
X=170 1/12 3/12
Kurs (NOK) X =100 1/6 1/6
X=130 3/12 1/12

Figur 2.12: Simultanfordelling til X og Y.

Seadnll

Figur 2.13: Oslo Bgrs og Seadrill.
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Regn ut kovariansen for de stokastiske variablene X og Y.

Vil store Y hgre sammen med sma Y? Eller omvendt?
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Lgsning;

-

=70-100 =80 000—100 000 =1/12

-

(w1 — X)) - (91— EYVY) -l g0)

(21— E[X]) - (o — E[Y]) -p(1,52)

[

Vv Vv
=70—-100 =120000-100 000 =3/12

=100-100 =80 000—100 000 =1/6

-

(w2 — EIX)) - (91 — EIY)) - pla2. 1)

(22— E[X]) - (o — E[Y]) -p(2,52)

/ \\

TV TV
=100-100 =120000—-100 000 =1/6

=130-100 =80 000—100 000 =

A

-

(s — EIX)) - (1 — BIY]) - s 1)

(23 = E[Y]) - (2 — E[Y]) ~p(a3,1>)

-

=130-100

/N J/
-

120 000—100 000 =

1 3
(=2 - —30)-2 L
(=30) - (~20000) - >+ (~30)-20000-

0 + 0
30 - (—20000) - + 30-20000 -
— 200000
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Konklusjon:

samvariasjon

—— ) )
Cov[X,Y] < 0: , kovariansen er negativ og dermed:

e X og Y varierer motsatt av hverandre
e store X gir sma Y

e lite antall aksjer omsatt er forbundet med hgy kurs

Som vi ser:
A bruke definisjonen for regne ut Cov[X,Y] kan veere omstendelig.

Men det finnes en setning som forenkler regningen i en del tilfeller.
Setningen er som fglger:
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Setning: ( “kovarianssetningen” , den generelle )

samvariasjon/korrelasjon

La X og Y veere to stokastiske variabler. For ~ kovariansen  gjelder da:

samvariasjon/korrelasjon

———
CoulX,Y] = E[XY] — E[X]E[Y] (2.45)

Bevis:

Vi hopper over beviset i dette kompendiet.

Figur 2.14: Samvariasjon.
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Definisjon: ( uavhengighet ) *

La X og Y veere to stokastiske variabler. Disse er uavhengige dersom:

PX=z,Y=y) = PX=2x)PY =y) (2.46)

foralle X =z og Y =y.

Denne definisjonen er helt analog med spesielle multiplikasjonssetningen i forbindelse med kapitlet
om betinget sannsynlighet, se lign.(1.173).

e Her, i lign.(2.46), dreier deg seg uavhengighet mellom stokastiske variabler X og Y.

e [lign.(1.173), dvs. den spesielle multiplikasjonssetningen P(ANB) = P(A) P(B), dreier deg
seg uavhengighet mellom begivenheter A og B.

“Jamfer den analoge setn. for uavhengighet mellom begivenheter A og B i lign.(1.173):
P(ANB)=P(A)-P(B).
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Setning: ( uavhengighet )

Dersom X og Y er to uavhengige stokastiske variabler sa gjelder:

E[XY] = E[X]|E[Y] (2.47)

Bevis:

Dersom de stokastiske variablene X og Y er uavhengige sa er:

uavhengig

~ ~

P(X=a,Y=y) Y PX=u)PY=y)

N

= p(zs,y;) = p(zi) = p(y;)

Ut fra definisjonen av forventning far vi da:

EXY] ™EYSTST wypleny))

i=1 j=1

uavh. Z Z zi -y - p(xi) - py;)

i=1 j=1

— (il xi-p(xi))(il yj'p(yj)>

7 N

-~

J/

= E[X] = E[Y}
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Setning: ( “kovarianssetningen” , den spesielle )

La X og Y vere to stokastiske variabler. Dersom X og Y er uavhengige, sa er °

Cov[X,Y] = 0 (2.53)

J/

TV
ukorrelerte

|
Bevis:
Dersom X og Y er uavhengige sa vet vi fra setingen i lign.(2.47) pa siden 117 at
X og Y uavhengig
E[X-Y] = E[X]E[Y] (2.54)
Dermed:
"= BT
——
Cow[X,Y] = FEX Y] - ELX/}/ETYT = 0 (2.55)
dvs.
Cov[X,Y] = 0 (2.56)
X og Y;ﬁorrelerte
|

®Uavhengighet er altsa et sterkere krav enn ukorrelert.
Dersom en skgytelgper har verdenrekorden pa 10000 meter sa har han/hun ogsa norgesrekorden.
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Konklusjon: Dersom X og Y er uavhengige sa er de ogsa ukorrelerte. °©

Hthengig ( verdensrekord )

ukorrelert (norgesrekord )

Figur 2.15: Uavhengighet er et stekere krav enn ukorrelert.

Figur 2.16: Skgytelgper.

6Uavhengighet er altsd et sterkere krav enn ukorrelert.
Dersom en skgytelgper har verdenrekorden pa 10000 meter sa har han/hun ogsa norgesrekorden.
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Eksempel: ( gkonomi - simultan , marginal , forventning , uavhengighet )

La oss igjen se pa eksemplet fra side 111:

e X = kursen (prisen) pa en Seadrill-aksje en gitt dag

e Y = antall Seadrill-aksjer som omsettes per dag

Basert pa erfaring har du funnet fglgende simultanfordelingen for X og Y

# aksjer omsatt per dag
Y=80000 | Y=120000 P(X=x)
X=170 1/12 3/12 1/3 P(X=70)
Kurs (NOK) X =100 1/6 1/6 1/3 P(X=100)
X =130 3/12 1/12 1/3 P(X=130)
P(Y=y) 1/2 1/2
P(Y=80000) P(Y=120 000)

Figur 2.17: Simultanfordelingen p(x,y) og marginmalfordelingene P(X = z) og P(Y = y).

Er aksjekurs (pris) og antall aksjer som omsettes per dag uavhengig?

i Seadnll

Figur 2.18: Oslo Bars og Seadrill.
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Lasning:

Forventet aksjekurs (pris) pa Seadrill-aksjene:

1 1 1
= (70-§+100'—+130~—) NOK = 100 NOK

3 3

Forventet antall aksjoner som omsettes:

2
E[Y] lign.(2.17) Z yi- P(Y = y,)

i=1

1 1
= 80000-5—1—120000-5 = 100000

Siden omsetning = pris x antall aksjer omsatt = X - Y, sa er forventet omsetning:

2

> iy play;)

i=1 j=1

NE

E[XY] =

-
Il

1 1
= (7()-80000-12 —1—100-80000-6 + -80000 -

3 1
+ 70-120000-5—{—100-120000-6—1— - 120000 - )NOK

= 9800000 NOK

121
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Fra lign.(2.57) og (2.58) ser vi at E[X]- E[Y] = 10000000 , dvs.:

EIXY] # E[X]-E[Y] (2.61)

Konklusjon: X og Y er avhengige.
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Eksempel: ( gkonomi - kovarians )

La oss atter en gang se pa eksemplet fra side 111.
Ved a bruke definisjonen av

CoufX.v] "™ B[(X - EIX)(Y - EIY) ]
= Z i (2 = EIX1) (4 = EIY]) ples )

sa innsa vi, se side 113, at det var mye arbeid.

Regn ut kovariansen C'ov[X, Y| uten a bruke definisjonen i lign.(2.62).

Seadnll

Figur 2.19: Oslo Bors og Seadrill.

Lgsning;:

Siden vi kjenner E[X - Y] sa vel som E[X] og E[Y], se side 121, sa far vi:

Cov[X,Y] "™'E% pix.y] - E[X] -E[Y] = —200000
—_——— ~—— _—
=9800 000 =100000 =100

Med andre ord:
sveert arbeidsbesparende i forhold a bruke definisjonen.
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2.2.4 Noen regneregler

La a og b veere konstanter. La videre X og Y veere to stokastiske variabler. Da gjelder:

Regneregler for forventning:

Eld = a (2.64)

Ela+X] = a+ E[X] (2.65)

Ela-X] = aE[X] (2.66)

ElaX +bY] = aE[X] + bE[Y] (2.67)

Regneregler for varians:

Varla) = 0 (2.68)
Varla+ X] = Var[X] (2.69)
VarlaX] = a*Var[X] (2.70)
VarlX] = Var[-X] (2.71)
VarlaX +bY] = a*Var[X] + PVar[Y] + 2abCou[X,Y] (2.72)

Dessuten er alltid Var[X]| > 0, dvs. en varians kan aldri veere negativ.
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Regnereglen i lign.(2.72) pa side 124 er sa viktig at den formuleres ofte i en egen setning:

Setning: ( kovarians II )

La X og Y veere to stokastiske variabler. Generelt gjelder da fglgende sammenhengen mellom

variansen og kovariansen:

variasjon/(spredning) samvariasjon
] P g ]
Var[aX +bY] = a*Var[X] + 0*Var[Y] + 2ab Cov[X,Y] (2.73)

hvor a og b er konstanter.

Bevis:

Lign.(2.73) bevises ved a bruke forste kvadratsetning, (se f.eks. laereboken).
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Visualisering av variasjon og samvariasjon:

Figur 2.20: Variasjon og samvariasjon, dvs. Var[X + Y] og Cov[X,Y].

La:

e X = guttens plassering sett fra mannens stasted, se figur (2.20)
e Y = fakkelens plassering sett fra guttens stasted, se figur (2.20)

e X + Y = fakkelens plassering i forhold til mannens stasted (bakken)

Fra lign.(2.73):  (a=1logh = 1)

Var[1X +1Y] "€™ 12y4r(x] + 12Var[Y] + 2-1-1Cou[X, Y] (2.74)
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Da har vi:

e Cov[X,Y] > 0: armene ibeveges i samme retning = stor samvariasjon
e Cov[X,Y] <0: armene i beveges i motsatt retning = liten samvariasjon

e Cou[X,Y]=0: ingen sammenheng mellom guttens og mannens armbevegelser
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Setning  ( spesialtilfelle , kovarians II )
La X og Y vere to stokastiske variabler. Dersom X og Y er ukorrelerte, dvs.:

X og Y ukorrelerte
7\

Cov[X,Y] = 0 (2.75)

sa er:

Var[aX +bY] = a*Var[X] + b*Var[Y] (2.76)
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Eksempel: ( gkonomi - gler , forventning , diskret stokastisk variabel )

Spillerne i Kristiansund Ballklubb (KBK) gnsker a se nsermere pa antall mal de scorer per kamp.
I den sammenheng defineres den stokastiske variabelen:

X = antall mal som KBK scorer i lgpet av en tilfeldig valgt kamp (2.77)

Basert pa historiske data har de funnet ut at X har fordelingen som vist i figur (2.21): *

X=x, 0 1 2 3 4 5

P(X=x;) 0.20 | 0.30 | 0.20 | 0.15 0.10 | 0.05

Figur 2.21: Sannsynlighetsfordeling for P(X = z;).

KRISTIANSUND
BALLKLU

Figur 2.22: Kristiansund Ballklubb.

"Ut fra denne sannsynlighetsfordelingen ser vi at KBK maksimalt scorer 5 mal per kamp. Denne begrensningen
er kun introdusert for & unnga for mye repeterende regning.
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a) Finn forventet antall mal som scores av KBK i lgpet av en tilfeldig valgt kamp, E[X].

SpareBank 1 Nordvest er hovedsponsor for KBK. Sponsoravtalen er prestasjonsrettet pa en slik
mate at de far bonus B bestemt av antall mal scoret i lgpet av en gitt kamp:

B = ¢X*+d (2.78)

hvor ¢ = 750 NOK og d = 1500 NOK. 8

b)  Forklar hvorfor B er en stokastisk variabel.

c) Hva er forventet bonus for en tilfeldig valgt kamp, E[ B]?

8Dette betyr at ¢ og d er konstanter, mens X er en stokastisk variabel.
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Lasning:

a) Forventet antall mal scoret per kamp:

5

BX] = ) wP(X=X) (2.79)
i=0

— 0-0204+1-0.30+2-0.20+3-0.15+4-0.10+5-0.05 (2.80)

- 18 (2.81)

b) En funksjon av en tilfeldig variabel er bare en ny tilfeldig variabel. Derfor:
B = c¢X? 4 d er en stokastisk variabel fordi den er en funksjon av X , hvor X er en
stokastisk variabel.

c) Forventet bonus per kamp:
E[B] = E[cX?+d] (2.82)
lign.(2.67)

= cE[X? +d (2.83)

Vi trenger altsa F[X?] for & finne bonusen. Denne ma vi regne ut:

E[X? = i 7} P(X = X;) (2.84)

= 0%-020+1%-0.30 +2%-0.20 + 3% - 0.15 + 4 - 0.10 + 5% - 0.05 (2.85)

= 53 (2.86)
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Forventet bonus per kamp E[B] blir derfor:

[B] = cE[X?]+d (2.87)

- (750-5.3 + 1500) NOK = 5475 NOK (2.88)
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Eksempel: ( gkonomi - forventning , varians, usikkerhet , regneregler )

Anta at du jobber i investeringsselskapet Gjelsten Holding som skal investere i tre ulike selskaper:
Statoil | Seadrill og Yara .

— = — ~——

selskap A selskap B selskap C

Prisen pa aksjene i dag er 100 NOK for selskap A, 105 NOK for selskap B og 130 NOK for selskap
C. Du bestemmer deg for a kjope

N = 100000 (2.89)

antall aksjer, men du er usikker pa hvor mange aksjer du skal kjgpe i de respektive selskapene.
Derfor definerer du konstantene a, b og c:

N -a = antall aksjer som investeres i selskap A, Statoil (2.90)
N -b = antall aksjer som investeres i selskap B, Seadrill (2.91)
N -c = antall aksjer som investeres i selskap C', Yara (2.92)
hvor
a+b+c=1 (2.93)

dvs. a er den brgkdelen av de N = 100000 aksjene som investeres i selskap A.
Tilsvarende for b og c.

Figur 2.23: Selskap A, B og C.
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For a avgjgre hvor mange aksjer du skal kjope i de respektive selskapene sa gnsker du a finne ut
mer om den potensielle fortjenesten av aksjene ved et eventuelt salg om ett ar.

Derfor defineres fglgende stokastiske variabler:

X = pris pa en aksje (altsa aksjekurs) for selskap A, Statoil (i NOK), om ett ar (2.94)
Y = pris pa én aksje (altsa aksjekurs) for selskap B, Seadrill (i NOK), om ett ar(2.95)
Z = pris pa én aksje (altsa aksjekurs) for selskap C, Yara (i NOK), om ett ar  (2.96)

Anta videre at forventet pris (altsa aksjekurs) om ett ar er: °

E[X] =9 ., EJY] = 125 , E[Z] = 180 (2.97)
med tilhgrende varianser: 10
Var[X] =100 : VarlY] =200 , Var[Z] = 600 (2.98)

_‘A

=
>
S
B =
=
“Bo
w
o
-
(=]
"5

Figur 2.24: Gjelsten Holding.

9Forventningene er i NOK, men dropper benevningen her for enkelhets skyld.
10Variansene er i NOK?.
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a) Vis at fortjenesten I om ett ar er gitt ved: !

F = Na(X —100) + Nb(Y —105) + Nec(Z — 130) (2.100)

b) Vis at den forventede fortjenesten E[F] ved et eventuelt salg av aksjene om ett ar er: 12

E[F] = 10N<—a + 2 —|—5c> (2.101)

c) Anta na at aksjene er uavhengige.
Bruk lign.(2.100) samt lign.(2.98) og vis at variansen Var[F] til fortjenesten
ved et eventuelt salg om ett ar er:

Var[F] = 100N? (a2 +oop? 4 602> (2.102)

HUBruk gjerne at:

’ F = antall aksjer - pris per aksje om ett ar - antall aksjer - pris per aksje i dag (2.99) ‘

for hver av de tre selskapene. Bruk ogsa lign.(2.90)-(2.92) samt lign.(2.94)-(2.96).
12Bruk lign.(2.100).
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d) Du gnsker a minimere risikoen i din investering,
dvs. du gnsker a minimere variansen Var[F).
Man kan vise at variansen Var[F] i lign.(2.102) er minst mulig nar

a=06 , b=03 , c¢=0.1 (2.103)

(Du skal ikke vise lign.(2.103). Bare ta dette faktum for gitt.)

Hva blir fordelingen av antall aksjer for de tre selskapene dersom du gnsker a
minimere risikoen i din investering? 3

e) Dersom du bestemmer deg for a maksimere den forventede fortjenetsen E[F] i lign.(2.101)
istedet for a minimere risikoen Var[F|], hva slags selskap bgr du investere i da?

Hva er verdien pa den forventede fortjenesten E[F] i det tilfellet?

13Bruk lign.(2.90)-(2.92) sammen med lign.(2.103).
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Lasning:

a) Fortjenesten F er:

F' = antall aksjer - pris per aksje om ett ar - antall aksjer - pris per aksje i dag (2.104)
for de tre selskapene sa far vi:
r antall aksjer i A - pris per aksje for selskap A om ett ar

Z\Z’V'a :VX

antall aksjer i B - pris per aksje for selskap B om ett ar
— Nb =y

antall aksjer 1 C'- pris per aksje for selskap C' om ett ar (2.105)
:7V~c :VZ

antall aksjer 1 A - pris per aksje for selskap A 1 dag (2.106)
— Na —~ 100

antall aksjer i B - pris per aksje for selskap B i dag
— N = 105

antall aksjer i C' - pris per aksje for selskap C' i dag (2.107)
= Nec = 130

NaX + NbY + Nc¢Z — NalOO + Nb105 + Ncl30 (2.108)

Na(X —100) + Nb(Y —105) + Nc(Z —130) . qed.  (2.109)
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b)

c)

Den forventede fortjenesten E[F] ved et eventuelt salg av aksjene om ett ar er:

E[F] = E[ Na(X —100) + Nb(Y —105) + Ne(Z — 130)}

= Na( E[X]-100) + Nb( E[Y]-105) + Ne( E[Z]—130
o(£0]-100) + 3o 1Y) -105) + e( 2]

= Na(90 —100) + Nb(125—105) + Nc(180 — 130)

= Na(-10) + Nb20 + Ne50

= 10N<—a + 2b + 50> , g.e.d.

Fra lign.(2.72) vet vi formelen for variansen av en lineser kombinasjon
av to stokastiske variabler X og Y, nemlig:

variasjon/(spredning) samvariasjon
——f— 9 9 ——
VarlaX +bY] = o Var[X] + 0" VarlY] + 2abCov[X,Y]

Dersom X og Y er uavhengige sa er Cov[X,Y] = 0.

)

(2.110)

(2.111)

(2.112)

(2.113)

(2.114)

(2.115)

For vart tilfelle er de stokastiske variablene uavhengige. Da er ogsa Cov[X,Y, Z] = 0.

Variansen Var|[F] til fortjenesten ved et eventuelt salg om ett ar blir da:
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Var[F] = Var[ Na(X =100) + Nbo(Y —105) + Ne(Z—130) | (2.116)

= (Na)2Var[X] + (Nb)QVar[Y] + (Nc)QVar[Z]

—— ~—— S~——
= 100 = 200 = 600
- (Na)QVar[l()O] + (Nb)QVa'r’UOS] + (Nc)QVar[l?)O] (2.117)
=0 =0 =0
- N2(100a2 + 20007 + 60002> (2.118)
= 100N?(a® + 2b° + 6¢%) , q.e.d. (2.119)

d) Dersom man gnsker minst mulig risiko i investeringen sa tilsvarer det at variansen Var|[F]
er minst mulig. I oppgaven er det oppgitt at denne variansen er minst nar
a=0.6,b=030gc=0.1.

Antall aksjer som ma kjopes i de forskjellige selskapene for a oppna dette er da:

Na = 100000-0.6 = 60000 (2.120)
Nb = 100000-0.3 = 30000 (2.121)
Nc = 100000-0.1 = 10000 (2.122)
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e) Fra oppgave b vet vi at den forventede fortjenetsen E[F] er
E[F] = 1()N<—a + 2 +5c)

Fra denne ligningen ser vi umiddelbart at E[F] blir sterst nar vi kun investerer
kun investerer i selskap C', dvs.

Verdien pa den forventede fortjenesten E[F] blir da:

[F] = 10N -5¢

= 10-100000-5-1 NOK = 5000000 NOK

altsa 5 mill. NOK.
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Fra lign.(8.36) vet vi gjennomsnittet 7 = 9.4.
Dermed kan regne ut sse fra lign. (8.44):

ssto = Y (-7

=1
= (3—-94) +(11-9.4)
+ (3—-94) +(1-94)?
+  (12-9.4)* + (21 — 9.4)°
+ (6—9.4)* + (4—94)?
+ (31 —9.4)*+ (2 —9.4)°
= 858.4
Forklaringskraft R? er da:  ( se lign.(8.48 )
74.2
G (R e N
e sst 858.4 UOLL

dvs. regresjonslinjen forklarer hele 91.4 % av den totale variasjonen.
Vi sier at modellen har stor forklaringskraft.

Yi

40 ——

Figur 8.13: Grafisk fremstilling av = og y.
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Kommentar:

Som regel gjgr man ikke all denne regningen “for hand”.
Mange dataprogrammer kan hjelpe oss a regne ut statistiske stgrrelser, f.eks. Excel.

Dersom vi bruker Excel pa eksemplet vart sa far vi en utskrift som vist i figuren nedenfor. Da kan
vi lese av de stgrrelsene vi regnet ut “for hand” direkte fra Excel-utskriften.

A B C D E F G H |
SUMMARY OUTPUT
Regression Statistics
Multiple R 0,95579703
r2 = 0.914
Adjusted R Square -1,25
Standard Error 3,04570245
Observations 1
sse = 74.2
ANOVA
df 58 MS Significance F

Regression 10 784,1895726 78,4 84,5368609 #NUM!
Residual 8 74,21042743% —| sst = 858.4
Total 18 858,4| €=

Coefficients Standard Error t Stat P-value Lower 95% Upper 95% Lower 85,0% Upper 95,0%
Intercept 0,57162987 ,359998689 0,42031649 0,68531665 -2,564532724 3,70779247 -2,56453272 3,70779247
X Variable 0,95960545 NSMQ 9,19439291 1,5833E-05 0,718931143 1,20027975 0,718931143 1,200279754

\ a = 0.57

Figur 8.14: Utskrift fra Excel.
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Tillegg A

Mengdelaere

Figur A.1: Mengdelzre.
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A.1 Venndiagrammer

Venn-diagrammer er illustrasjoner som brukes bl.a. innen mengdelaere. De brukes for a visualisere
de matematiske forbindelsene mellom ulike grupper av mengder. La oss illustrere dette via de mest
velkjente eksemplene.

For et eksperiment, la A og B veere to begivenheter i utfallsrommet €.

Utfallsrommet Q er Begivenheten A ‘A benevnes "ikke” A

hele det bl omradet. visualiseres ved det
bla omradet.

Figur A.2: Utfallsrommet €2, begivenheten A og komplementet A.
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2 @ °
2% D @

Snitt: Union: Disjunkt:

A N B betyr A og B. A u B betyr A eller B. ANnB =0.

Tilsvarer OVERLAPP Tilsvarer SUM av A og B inntreffer ALDRI
av mengder. mengder. samtidig.

Ingen felles elementer.

Figur A.3: Snitt, union og disjunkt.

Ut fra disse Venn-diagrammene kan vi merke oss fglgende huskeregler:

n = og , tilsvarer OVERLAPP av mengder

U = eller , tilsvarer SUM av mengder
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Eksempel: ( terningkast )

La oss kaste en terning en gang. La oss se pa begivenhetene:

A = resultat med 1, 3 eller 4 gyne pa terningen
B = resultat med 3, 4 eller 5 gyne pa terningen
C = resultat hvor 5 ikke fas

Matematisk kan disse begivenhetene skrives:
A = {1,3,4}

B = {3,4,5}
C = {1,2,3,4,6}

=
Lo b0 =

Figur A.4: Begivenhetene A, B og (.

Figur A.5: Terning.
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N = “og”, tilsvarer OVERLAPP:

A"N"B = {3,4}
AN = {1,3,4}
B N = {3,4}
og
U = “eller”, tilsvarer SUM:
eller
AU B = {1,3,4,5}
A U = {1,2,3,4,6}
B U = {1,2,3,4,5,6 }
—~—

De komplementeere begivenhetene er:

A = {256}
B = {1,2,6}
C = {5}
Videre har vi at:
ANB = {1}

417

(badei A og B)
(badei Aog C)
(badei BogC)

( A eller B eller begge )
( A eller C eller begge )
( B eller C eller begge )

(ikkeiA)
(ikkei B )
(ikkeiC')

(Aogikkei B )

(A.10)
(A.11)
(A.12)

(A.13)
(A.14)
(A.15)

(A.16)



Definisjon: ( disjunkte mengder)

og
To mengder A og B er disjunkte dersom A" N B = J.

Q Disjunkt:
- ANB =0@.

A og B inntreffer ALDRI samtidig.

- Ingen felles elementer.

Figur A.6: A og B er disjunkt.
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Tillegg B

Kombinatorikk

LELTXEYS
DAY
,”.....

(i
Wy

LX)
¢

OR00X

0

0
it
(Y

torikk.

ma

Kombi

Figur B.1
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B.1 Koblinger

Definisjon: ( koblinger )
Koblinger = forhold som gjgr at et bestemt valg kan pavirke utfallet av andre valg vi skal gjore.

Grunnprinsipp i kombinatorikk: ( antagelse )

Ingen kobling mellom mellom valgmulighetene.  (Med koblinger blir det fort vanskelig).

420



Eksempel: ( gutter og jenter )

[ en klasse er det 1 gutt og 15 jenter. Vi skal velge et par, en jente og en gutt. Dersom valget av
jenta ikke pavirker valget av gutten, sa er:

antall mulige valg = 1-15 = 1 (B.1)

Altsa det er 15 mulige forskjellige par i klassen.

Eksempel: ( gutter og jenter )

[ en klasse er det 2 gutter og 15 jenter. Vi skal velge et par, en jente og en gutt. Dersom valget av
jenta ikke pavirker valget av gutten, sa er:

antall mulige valg = 2-15 = 30 (B.2)

Altsa det er 30 mulige forskjellige par i klassen.

AN

Figur B.2: Gutter og jenter.
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Eksempel: ( fotballtipping )

I fotballtipping er det 3 muligheter, H, U og B. Det er 12 kamper pa en kupong.

antall mulige valg = 3-3-3-3...-3 = 3% = 531441

~
12 stk.

(Dette er et eksempel pa et ordnet utvalg med tilbakelegging.
I neste avsnitt kaller vi dette “situasjon 17.)

o N Y TR 1O T PO T BN T RO R M R T o |

a 6

B Rmnintd (10101 EJOIEY EIIIEY EN/0IEY E9/I0[ ENVEOIES

|| 2 Celsea-Wign SiniE BimE DinE Dol Dnn D 0|

% 3. Sundertand - Arsenal NN BN DnE nnn nnn nne o
. Norwich- Fulham HEE Bin6 DinE DjoE Hjon Dne E
5. Swansea- QeensParkR  §(30] (][ ] u] s f ] 0] (& § ] [u][6 J ] [l (e ] ] w] [ fiil
6. Stoke - Reading ul(s ] H][v][s nl[v][e] ][v][e knl[ulle ] ] [v]= sl
1. Hudderfed-Cardtt  [11]{8¢][ § ][ u] [ | ][ w][8 ] I u] e f ] u] (e | ][ u][e Jl]
e 60 B /oo Do oo Do o]
9. Blackpool - Millwall X][u][s} ][u][s §ullul[e ]} n][v][s Eulluv][ekx][u] (s Rl
10.Wolverhampton - Leeds B ] %] (e | ++][u][e J ][] (8 | ][] (e Krl[ul[e L v][u]s b
1. Chartton-irmingham W11} (3a] (& | ++] [u] & '] (0] (& { w1 0] (e Krl[le kvl [l (e K
12. Blackbur - Ipswich HimE nineR Dine nnn DnE pne

i G | | e e e e

Figur B.3: Tippekupong.
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Eksemplet pa forrige side kan vi generalisere:

Kombinasjoner: ( uten koblinger )

Dersom vi har

my; = antall muligheter i valg nr. 1
mo = antall muligheter i valg nr. 2
my = antall muligheter i valg nr. N
da er
antall mulige kombinasjoner = mq-mg-ms- ...my (B.5)
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B.2 4 situasjoner (endelig populasjon)

Det kan veere vanskelig a telle opp antall elementer i utfallsrommet.
Men dersom:

e uniformt utfallsrom

o utfallene ikke pavirker hverandre, dvs. de er uavhengige

sa kan derfor ofte lgnne seg a bruke

| “urnemodellen”

Kommentarer:
1) At utfallsrommet er uniformt i forbindelse med urnemodellen betyr at
samme sannsynlighet for a trekke kulene i urnen. Altsa kulene er like store.

2) At valgmulighetene er uavhengige i forbindelse med urnemodellen betyr at
kulene i urnen er uavhengige. Altsa kulene er ikke koplet pa noen mate

Figur B.4: Urne.
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Tenk deg at alle mulige utfall av et eksperiment er representert ved kuler som ligger i en urne.
Sa trekker vi kuler etter tur.

Da ma vi skille mellom:

e er det trekking med eller uten tilbakelegging?

e betyr det noe i hvilken rekkefglge kulene trekkes?

° oo
y. By

trekning
m/tilbakelegging u/tilbakelegging
ordnet situasjon 1 situasjon 2
ikke-ordnet situasjon 4 situasjon 3
(forekommer sjelden)

Figur B.5: 4 situasjoner for urnemodellen.
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1) Ordnet utvalg med tilbakelegging:  (situasjon 1)

o rekkefglge har betydning: 1,3 er forskjellig fra 3,1
e legger tilbake trukket element

e kombinasjonen 1,1 er da fullt mulig, dvs. et element kan vaere med flere ganger

2) Ordnet utvalg uten tilbakelegging:  (situasjon 2)

o rekkefglge har betydning: 1,3 er forskjellig fra 3,1
o legger ikke tilbake trukket element

e kombinasjonen 1,1 er da umulig, dvs. ingen element kan vaere med flere ganger

3) Ikke-ordnet utvalg uten tilbakelegging:  (situasjon 3)

o rekkefglge har ikke betydning: 1,3 er samme som 3, 1
o legger ikke tilbake trukket element

e kombinasjonen 1,1 er da umulig, dvs. ingen element kan vaere med flere ganger

4) Ikke-ordnet utvalg med tilbakelegging:  (situasjon 4)

o rekkefplge har ikke betydning: 1,3 det samme som 3, 1
e legger tilbake trukket element

e kombinasjonen 1,1 er da fullt mulig, dvs. element kan veere med flere ganger
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Eksempel:  (situasjon 1) (ordnet utvalg med tilbakelegging)

Hvor mange mater kan vi velge ut s = 5 personer pa fra en gruppe pa N = 20?7
Med tilbakelegging.
Anta at alle N = 20 personene har et nummer, og at rekkefglgen betyr noe.

Lgsning;:
# ordnede komb. m/tilbakelegging = 20-20-20-20-20 = 20° = 3200000 (B.6)
5 ledd generaliseres lett

Eks. i forrige avsnitt, “fotballtipping”, er ogsa et eksempel pa situasjon 1 (med N = 3 og s = 12).

Generelt gjelder:  (situasjon 1)

# ordnede komb. m/tilbakelegging = N-N-...-N = N° (B.7)
hvor
N = totalt antall valgobjekter (B.8)
s = antall objekter som velges (B.9)
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Eksempel:  (situasjon 2) (ordnet utvalg uten tilbakelegging) !

Hvor mange mater kan vi velge ut s = 5 personer pa fra en gruppe pa N = 20?7 Uten tilbakelegging.
Anta at alle N = 20 personene har et nummer, og at rekkefglgen betyr noe.

Lgsning:
. . 20!
# ordnede komb. u/tilbakelegging = 20-19-18-17-16 = So—E = 1860480 (B.10)
o 20-5

generaliseres lett

|
Generelt gjelder:  (situasjon 2)
N!
# ordnede komb. u/tilbakelegging = N - (N —1)- ... - (N —s+1) = v (B.11)
—s)!
hvor
N = totalt antall valgobjekter (B.12)
s = antall objekter som velges (B.13)

Fakultet: n!=1-2-3-..n. I tillegg sa definerer vi 0! =1 og 1! = 1.
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Eksempel:  (situasjon 3) (ikke-ordnet utvalg uten tilbakelegging)

Hvor mange mater kan vi velge ut s = 5 personer pa fra en gruppe pa N = 207 Uten tilbakelegging.
Rekkefglgen betyr ikke noe.

Lgsning;:
. . 20!
# ordnede komb. u/tilbakelegging = 20-19-18-17-16 = 1860480 = 20-35) (B.14)
Hver gang vi velger ut 5 personer sa kan disse personene ordnes pa 5! = 1-2-3-4.5 =

forskjellige mater/( “rekkefolge”). Antall ikke-ordnede kombinasjoner blir derfor:

# ordnede komb. u/tilbakelegging
# mater a sortere pa

1860480 20!
= = = 15504 B.15
(20 — 5)! L2l 1B
————

generaliseres lett

# ikke-ordnede komb. u/tilbakelegging =

[ |
Generelt gjelder:  (situasjon 3)
N! N
# ikke-ordnede komb. u/tilbakelegging = N sl = <g> (B.16)
——
binomialkoeff.
hvor
N = totalt antall valgobjekter (B.17)
s = antall objekter som velges (B.18)
N N )
N_sisl = (s) (“N over s") (B.19)

binomialkoeff.
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Eksempel:  (situasjon 4)  (ikke-ordnet utvalg med tilbakelegging)

Komplisert situasjon. Forekommer sjelden.
Denne situasjonen, dvs. situasjon 4, er ikke et stort tema i dette kurset.

Oppsummering av de 4 siste eksemplene:

trekning
m/tilbakelegging u/tilbakelegging
ordnet situasion1: 3.2 mill. | situasion2: 1.86 mill.
ikke-ordnet (foreslj::;?rtgljen) situasion3: 15 504

Figur B.6: N =20 og s = 5.
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trekning
m/tilbakelegging u/tilbakelegging
Situasjon 1: Situasjon 2:
. N
ordnet #komb. = S = —
N # komb. (N — 9l
Situasjon 3:
. situasjon 4 _ (N
ikke-ordnet ( forekommer sjelden ) #komb. = ( , )
(ikke pensum) 2
Disse formlene gjelder for alle s: s20
s=0:
= antall elementer totalt Ingen valgte elementer.
s=1:

antall valgte elementer

Situasjon 1 = situasjon 2 = situasjon 3 = situasjon 4
( alle formlene reduserer seg til det samme: #komb.=N )

s22:
Formlene er forskjellige.

Figur B.7: Antall kombinasjoner.
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B.3 Binomialkoeffisienten

N
Egenskaper til binomialkoeffisienten ( ): ( “N over s” )
5
N N!
= B.20
<> (N—s)sl (B.20)
binomialkoeff.

hvor f.eks.
st = 1-2.3-..-(s—2)-(s—1)-s
5! = 1:-2-3-4-5

Legg merke til at
@) - (N N(;)! o ! (B:23)
<]1V> (N —N1!)! TR
<%> - (N ]va!)! N (B2

siden 0! = 1.
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B.4 Kombinatoriske sannsynligheter

La oss se pa en tellesituasjon som kan beskrives med urnemodellen. I slike situasjoner er det
en sammenheng mellom sannsynlighet og antall kombinasjoner:

La A tilsvare det a trekke kuler av en bestemt type fra urnen. Dette betyr at kulene representerer
begivenheten A. Sannsynligheten for & trekke A er da gitt ved: 2

antall gunstige kombinasjoner for A

P(A) = (B.26)

antall mulige kombinasjoner totalt

number of favorable outcomes
number of total outcomes

Probability of the EVENT=

Figur B.8: Sannsynlighet og telling.

2Dette er helt analogt med tellesituasjonen som vi diskuterte i kapittel 1. Se f.eks. eksempel 3 i kapittel 1.
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Eksempel: ( fond )

Du velger a investere i 2 av i alt 4 ulike aksjefond. Det er ingen spesiell sammenheng mellom
fondene. Derfor velger du fondene tilfeldig.

e 4 fond, 2 velges tilfeldig

a) Hva er sannsynligheten for at du velger det beste fondet, dvs. P(beste fondet) ?

b) Hva er sannsynligheten for at du velger de 2 beste fondene, dvs. P(2 beste fondene) ?

Figur B.9: Fond.
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Lgsning;:

Siden

e uniformt utfallsrom

o utfallene ikke pavirker hverandre, dvs. de er uavhengige

sa kan denne tellesituasjonen beskrives ved “urnemodellen”.
Den generelle ssmmenhengen mellom en slik telling og sannsynlighet er, se lign.(B.26):

antall gunstige kombinasjoner for A

P(A) = (B.27)

antall mulige kombinasjoner totalt

for en gitt begivenhet A.

Er dette situasjon sitiasjon 1, 2, 3 eller 47

Det er totalt N = 4 fond. Du velger a investere i s = 2 av disse fondene. Det er ingen avhengighet
mellom fondene. Derfor spiller ikke rekkefglgen vi trekker fondene pa noen rolle. Nar et fond er
trukket sa kan fondet ikke trekkes pa nytt, altsa ikke tilbakelegging.

Dette tilsvarer derfor:

situasjon 3

Trekker s=2 fond

Totalt N=4 fond

Figur B.10: Totalt 4 fond. Trekker 2 fond.
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a) P(beste fondet):

Sannsynligheten for a trekke det beste fond er det samme som sannsynligheten for a trekke et
bestemt fond.

Det er to kategorier: beste fond (r¢d kule) og ikke beste fond (svarte kuler).
Via lign.(B.27) far vi da:

=3
P(beste fond) — antall gunst-ige koml?inaéjone? _ kategori 1 - kategori 2 (B.28)
—_— antall mulige kombinasjoner totalt

=6

w i (B.29)

= 0.5

2 N

|
|
o

Trekker s=2 fond

Totalt N=4 fond

Figur B.11: Totalt 4 fond. Trekker 2 fond.
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Denne figuren visualiserer at det er 3 mater a trekke kuler pa hvor en av dem dem er den rgde
slik som telleren i lign.(B.29)

? ¢

Figur B.12: 3 mater.
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