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Oppgave 1: ( sannsynlighetsteori - koronatest )

a) 2.5% Utfallsrommet Q har 4 mulige utfall: [

P(t, s) = sannsynligheten for at

test sier positiv og personen er smittet (korrekt test) (1)

P(l,s) = sannsynligheten for at

test sier negativ og personen er smittet (falsk negativ test) (2)

P(t,s) = sannsynligheten for at

test sier positiv og personen er ikke smittet (falsk positiv test) (3)

P(/,5) = sannsynligheten for at

test sier negativ og personen er ikke smittet (korrekt test) (4)

!Den formelt korrekte notasjonen er P({ (7, s)}), men vi forenkler notasjonen til kun P(/, s).
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b)

c)

d)

e)

f)

5% Komplementsetningen:

2.5% Lign.(0) sier at falske negative tester ikke inntreffer (umulig).

=)

5% Oppsplitting av utfallsrom:

P(T) = P(T|5)P(5)+ P(T]5)P(5)

=001 -(1—-0.01)+1-0.00=0.0199 , q.e.d.
~~ ~ ——
oppgitt oppgitt oppgitt
5% Bayes lov:
P(T5)P(5)
P(S|T) =
(31T) = S

_ 0.01 - (1 — 0.01) 04975 od
- 00199 o Aed

5% Siden P(5|T) = 0.4975 sa betyr det at nesten halvparten av testene

som utfgres pa friske personer gir feil resultat.

Det er derfor ikke lurt a teste pa friske personer.



Oppgave 2: ( stokastiske variabler og forventningverdi - aldersfordeling )

a) 7.5% Forventet levealder pa en person som tester positivt pa korona:

10
E[X] =) zP(X = ;) (10)
=1
10
=1
7 295 1002 1100 1244
=45 ——+145- —— +245- —— +345 - —— +445 - ——
6791 + 6791 + 6791 * 6971 + 6791+
1331 789 530 323 102
245 ——+645 - —— + 745 —— +845 - —— + 945 - —
i 6791 * 6791 * 6791 * 6791 * 6791
=4745ar , q.ed. (12)

Varianssentingen:  ( oppgitt i &r? )

Var[X] = E[X?] — E[X] (13)

= 2624.66 — 47.45° = 373.16 , q.e.d. (14)

med tilhgrende standardavvik  ( oppgitt i ar )

o[X] = /Var[X] = V373.16 = 19.32 (15)



b)

2.5% Siden

Y ~ N[E[Y] , a[y]}

hvor E[Y] = E[X] = 47.45 og o[Y] = o[X] = 19.32, sa er:

standardiser Y - F|X 20— B X
P(Y < 20) S p( X1 _ [ })

_plg - 20 —47.45
19.32

= P<Z < —1.42> minustegn

1 P(Z < 1.42)

Tabelloppslag:

P(Y <20) =1—0.9222 = 0.0778

Tolkning:

P(X < 20) = sannsynligheten for at en tilfeldig valgt person som

har testet positivt pa korona i eksperiment E’

er under 20 ar, er 0.0778 , dvs ca. 7.78% tester positivt.

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)



c) 5% La n; antall smittende i aldergruppe nr. i = 1, ..., 10.
“Korrigerte” forventningen E'[X]:

E'X] = inP(X = ;)

nq Nog + M ns

1145 1245 110

=4.5 +...+945

N +m N +m N+m N +m

— (4.5n1 1450y + 14.5m + 24505 + ... + 94.5n10>
N+m

1 14.5m

_ (4.5n1 4 14.5n, + 24505 + ... + 94.5n10>

_ 4.5ny +14.5n9 +24.5n3 + ... +94.5n10 N 14.5m

N +m * N+m

.

— BIX]

N n 14.5m
N+m N +m

— B[X]

E[X]N + 145m |
— ed.
N+m 4

d) 5% Bruker lign.(31) og lgser med hensyn pa m alene:

EIX|IN + 145m

E'X] = N+om N +m

0

(N+m)E'[X]=FE[X|N + 14.5m
0

NE'X]+mE'X]=E[X]N + 14.5m
0

mE'[X] —14.5m = E[X] N — NE'[X]
0

m(E'[X] - 14.5) = N(E[X] — E'[X]) : m

0

N(E[X] - E'[X])

_|_
N N+m N+m

(30)

(31)



oppg. 2a

——
Sett til slutt inn tall:  ( N = 6791, E[X] = 47.45 og E'[X] = 46 )

_ 6791(47.45 — 46)
46 —-145

=313 (39)

Altsa, morketallet er m = 313 dersom E'[X]| = 46 ar.

e) 5% Ved regning:

Denne oppgaven lgses pa samme mate som oppgave 2b,
men med E'[X] =46 og o'[X] = 20.07. [

Siden
28(;01;6 = —1.30 (40)
sa far man ved tabelloppslag:
P(Y <20) =1-0.9032 = 0.0968 (41)

som er stgrre enn 0.0778 fra oppgave 2a.

Med ord: Pl

Siden det na er flere personer i aldersgruppen 10-19 ar sammenlignet med
oppgave 2b, men ellers likt, si er sannsynligheten 1 lign. (41)) sterre enn i lign.(22).

2Man trenger ikke & repetere alle utregningene fra oppgave 2b.
3Man kan enten vise det ved regning eller argumentere med ord. Man trenger ikke begge deler. Her i lgsnings-
forslaget er det tatt med begge matene for kompletthets skyld.
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Oppgave 3:  (25% - statistisk modellering - bremse koronaspredning )

a) 25% Med By = By(2,1,0) s er: []

I | By ~ Bin[2, p' =p]

som gir

P( L =1 ‘ By ) = (1)#(1 —p) T =2p(1-p)=2p-2p" , qed

b) 2.5% Med By = By(2,1,0) sa er:

I | By ~ Bin[2, p' =p]

som gir

P(h:Q‘BO): <2>p2(1—p) Z=1.p"-1=p* , qed.

c) 2.5% Med de oppgitte startverdiene By = By ,1,0) sa er:
I BO( ’1a0) ~ Bln[ 7p1:p]
Dermed er forventingen av antall smittede etter dag 1 gitt ved:

E[L||Bo] = (N —=1)p

‘Husk at: N-1 = 3-1=2.

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)



d)

2.5%  Matematisk modell:  (oppgitt i oppgaven)

R() = ﬁ()D
Bruker i tillegg lign.([d7), dvs. Ry = (N — 1)p:

(N —1)p = BcD

Lgser med hensyn pa p alene og setter inn tall til slutt:

~ BeD
- N-1

p

(48)

(49)



e) 10% Sannsynligheten for at hele populasjonen blir smittet, dvs. Z = N = 3,
er lik 0.01:

P(Z ~3 ‘ Bo> —0.01 (52)

Med startverdiene By = By(2,1,0), N = 3 personer samt antagelsene i oppgaven sa
kan vi se pa de forskjellige mulige forlgpene. Da finner vi at det forlgpet som
vist i figuren i oppgaveteksten er det som gir max n, dvs. max levelengde pa epedemien.

Epedemien dgr da ut i uke 3, dvs. I3 =0, og dermed I3 =1, =15=---=0. E]
=0
——f
L=+ hLHh+L+L+0L+ - -=h+L+1 (53)

Med By = B(2,1,0) ={Sy=2,Ipy=1,Ry=0} og Z = 3:

3=1+15L+1 (54)
i (55)
L+1,=2 (56)
Innsatt i lign.(52)):
P<11 =2 ’ BO> ~0.01 (57)

To kombinasjoner hvor I1 + I, = 2: ﬁ

P(11:1,12:1 v 11:2,12:0‘3()):0.01 (58)

eller

5Her er et eksempel & et mulig forlgp hvor epedemien dgr ut tidligere:
Dersom begge Sy = 2 hadde blitt smittet i uke 1, sa er det ikke flere som kan smittes. Begge hadde blitt immune
pafplgende uke, og epedemien hadde dgdd ut iuke n =2,0g b =Is=14=---=0.

6Kombinasjonen {I; = 0,1, = 2} er umulig med Markov tilnsermelsen og antagelse 4 i oppgaven. Med I; = 0
sa stopper smitten i uke 1, og man kan ikke fa smittede personer i uke 2 eller senere.



Addisjonssetningen: []

P(hi=1,L=1]B)+P(h=2,L=0|B) =001

Definisjonen av betinget sannsynlighet:  (med Sy =2 og Iy = 1)

~ Bin[So=2,p']

-~

P([2:1 L=1, 130)173(11:1‘3(J

)
+P(12:o L =2, BO>P<[1:2’BO>:O.01

~
~ Bin[Sp=2,p!]

Vi bruker at sannsynlighetene i lign. er binomialfordelte
med smitte-sannsynlighet p:

= 2p—2p24\7 oppg. 3a

2 )
L=1, Bo) (1)1)1(1 —p)*!

P(I2:1

2
+ P<12 =0 =2, BO) (2)p2(1 —p)* 2 =0.01
=p? ,‘;ppg- 3b
Forenkler:
P<12:1 =1, B0> (2p — 2?) +P(12 —0|n=2, Bo>p2:0.01
N :p S N ;rl J

"Begivenhetene {I; = 1,1 = 1} og {1 = 2, I = 0} er disjunkte.
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Regner ut P(Ig =1

Med BO = B()( ,1,0) og Il =1:

I,=1, By ): ( den forste sannsynligheten i lign. )

81250—11: —1:1
I =1 By(1,1,1) (64)
R1:R0+[0:O+1:1
hvor vi har brukt de oppgitte ligningene i oppgaven. [
Sannsynligheten P(IQ =1 ‘ L =1, BO) i lign. kan dermed skrives:
P<12:1 11:1,80>:P< 12:1’31,;%) (65)
:P< 12:1‘31) (66)
~ Bin[s1=1,p?]
- ()ra-n- (67)
=p (68)

hvor vi kan fjerne Bg i betingelsen pga. Markov tilnzermelsen,
dvs. prosessen er kun avhengig av hva som skjedde bare én uke fgr,
altsa “korttidshukommelse”.

I lign.(66) har vi brukt binomialfordelingen med B; = By(1,1,1). []

8Man kan ogsé innse lign. ved hjelp av figuren tilhgrende oppgave 3 og antagelsene i oppgaven.
9Ved hjelp av figuren tilhgrende oppgave 3 og antagelsene i oppgaven kan man ogsi argumentere for at

P(Ig =1 ’ L =1, BO) = p, men vi velger den matematiske tilnzermelsen her.
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i1)  Regner ut P(]2 =0

I, =2, By ): ( den andre sannsynligheten i lign. 1) )

Med BO = Bo( ,170) og Il =2

51250—]1: —2:0
I, =2 B(0,2,1) (69)
R1:R0+[0:O+1:1

hvor vi har brukt de oppgitte ligningene i oppgaven. [[7]
Sannsynligheten P<[2 =0 ‘ L, =2, B0> i lign. kan dermed skrives:

P<12:O 11:2,30):13( 12:0‘31,%) (70)
- P( 12:0‘31 ) (71)
~ Bin[s1=0,p?]

= () orra - (™)
_1 (73)

hvor vi kan fjerne Bg i betingelsen pga. Markov tilnaermelsen,
dvs. prosessen er kun avhengig av hva som skjedde bare én uke for,
altsa “korttidshukommelse”.

I lign.(71) har vi brukt binomialfordelingen med By = B;(0,2,1). [H]

10Man kan ogsa innse lign. ved hjelp av figuren tilhgrende oppgave 3 og antagelsene i oppgaven.
11Ved hjelp av figuren tilhgrende oppgave 3 og antagelsene i oppgaven kan man ogsa argumentere for at

P(Ig =0 ’ Ir,=2, BO) =1, men vi velger den matematiske tilnsermelsen her.
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Setter inn lign. (68) og lign.(73) inn i lign.(63):

p-(2p—2p°) +1-p* =0.01

0

2p° — 2p® + p* = 0.01

0

3p? — 2p® = 0.01

Fra fotnoten:

p=14977 , p=—00567 , p=0.0589

som gir at p = 0.0589, siden sannsynligheten ma ligge mellom 0 og 1.

Fra lign.(49) i oppgave 3d:

Ry = (N - 1)17
T
pdD=(N—-1)p BLD
T
d = (N — 1>p
6D

Tall: (p=0.0589, =05 D=10g N=3)

. (N—1)p (3—1)0.0589
p— pu— p— .2
c 5 e 0.2356

Isolasjonen méa veere slik at kontakthyppigheten blir redusert til ¢ = 0.2356,

dvs. man treffer i gjennomsnitt 0.23556 personer i uken,
som tilsvarer ca. 1 personer per maned.
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Oppgave 4:  (25% - regresjonsanalyse - antall smittede )

a) 2.5% Uttrykket for korrelasjonskoeffisienten finner vi i kompendiet. Det gir:

ﬁ
Il

(82)

Sy + Sy

29 354.24
= = 0.9763 (83)
V188 - /4808 757.10 —

|

b) 2.5% At ry, = 0.9763 betyr at det er en sterk positiv korrelasjon mellom z og v,
dvs. store x hgrer sammen med store y og omvendst.
Det er altsa en sterk lineser sammenheng mellom z og y med positivt stigningstall.

c) 7.5% Vi skal finne regresjonslinjen.
Formelen for minste kvadraters lineaere regresjonslinje finner man i kompendiet:

§g=a+ P (84)

hvor parametrene B og & er:  (dropper benevningen)

A s 29354.24
3= 2= =T """ — 156.14
8 52 188 56 (85)
& = 7§ — BT = 4959.34 —156.14-23 = 1368.13 (86)
Minste kvadraters lineaere regresjonslinje y = & + B blir dermed:
y = 1368.13 + 156.14z (87)
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d) 2.5% Datoen 18. mai 2020 tilsvarer x = 69.
Bruker regresjonslinjen § = g(z) fra oppgave 4c, dvs. lign.(87):

§(69) = <1368.13 n 156.14-69) — 12141.79 (88)

Ifplge regresjonslinjen kommer det til a vaere 12142 personer som er smittet
i dag, 18. mai 2020.

e) 5% Ifolge regresjonslinjen i lign.(87), nar y(z) = 5000, er da:

5000 = & + Bz (89)

Loser med hensyn pa z: (o = 1368.13 and B = 156.14 )

5000 — a
r = 22— (90)
g
5000 — 1368.13
= = 23.26 (91)

156.14

Ifolge regresjonslinjen er det 5000 personer i Norge som er smittet av korona
dag nr. 23. E

12Man behgver ikke & skrive at dag nr. 23 tilsvarer 5. april 2020.
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f) 2.5% Bruker definisjonen av forklaringskraften r2:

sse
r? = 1-"=
sst

10 368 356
221202826 0953

som stemmer med Excel-utskriften.

Kommentar:

At r? = 0.9531 betyr at 95.31 % av variasjonen til y, antall smittede,
kan forklares av x, dvs. tiden.
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