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3.1 Funksjoner

m Eksempel 3.1 — Funksjon

La oss igjen se pa linjen fra side 108:

1
y=r-2 3.1)

Lgsningsmengden til denne ligningen var et sett med punkter (x,y) som ga en linje i planet.
For en gitt x finnes en entydig y slik at y = %x —2, f.eks. med x = 10 sa er tilhgrende y = 3:

1
y:§-10—2:5—2:3 (3.2)

Slik kan vi fortsette med alle mulige verdier for x. Vi kan derfor si at vi har en funksjon

flx)==x—2 3.3)

slik at for hver x har funksjonen en verdi ”%x —2”. Vi skriver funksjonen som

y=f(x) (34

for a vise verdien tilhgrende x-variabelen.
Vi kan da skrive:

f(10):%.10—2=3 (3.5)

£(20) = % 20-2=38 (3.6)
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1563

Input x (argument)
Funksjon f

l‘l'l

Output f(x) (funksjonsverdi)

Figur 3.2: Visualisering av en funksjon f.
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Definisjon 3.1.1 — Funksjon

En funksjon fer: ¢

funksjon f = entydig assosiasjon fra en stgrrelse x til en annen f 3.7

hvor x ofte kalles den uavhengige variabelen eller bare argumentet, og y = f(x) kalles ofte
funksjonsverdien.

“Isteden for “entydig” kunne vi like gjerne sagt “en og bare en verdi”.

Definisjon 3.1.2 — Definisjonsmengde og verdimengde
Vi definerer definisjonsmengde og verdimengde:
definisjonsmengde=alle mulige tillatte verdier av x 3.8)

verdimengde=alle mulige funksjonsverdier til y = f(x) tilhgrende alle (3.9)

tillatte verdier av x

Definisjons-
mengde

Verdi-
mengde

Figur 3.3: Funksjon y = f(x).
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3.2 Linecere funksjoner (rette linjer)

I avsnitt 2.3 leerte vi om 1. gradsligninger, dvs. line@re funksjoner.
Definisjon 3.2.1 — Linecer funksjon
rett linje
En line@r funksjon y = f(x) har formen:

f(x)=ax+b

hvor a,b € R.

(3.10)

I avsnitt 2.5.1 (se side 115) lerte vi hvordan man kan finne lgse nullpunktene f(x) = 0 til slike

linezere funksjoner. Na skal vi plotte og studere dem mer.
——

tegne

m Eksempel 3.2 — Linecere funksjoner

Lineare funksjoner er rette linjer.

f(x)="2x+4

g(x)=x+0

i(x)=0x—5=-5

3.11)

3.12)

(3.13)

(3.14)
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10

-10

Figur 3.4: Lineare funksjoner.
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s Eksempel 3.3 — Linecer funksjon
a) Plott funksjonen
flx) = 2x—1 (3.15)
b) Finn stigningstallet a.
¢) Skjerer linjen y-aksen?
Dersom den gjgr det, for hvilken verdi gjgr den det?
Lg@sning:

tegne

—~ = . .
a) Nar man skal plotte funksjoner, lag en verditabell:

Tabell 3.1: Verditabell for f(x) =2x—1.

4 1 fx)=2x—1

~
)
Il

(O8]

(O8]

+ + + X
-1 1 2 3 4
X1:] X2:2

Figur 3.5: Plott av funksjonen f(x) = 2x— 1.
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tegnes

—~
) For en rett linje er det tilstrekkelig med bare to funkjonsverdier nar den skal plottes .
Da er den rette, linezre linjen entydig bestemt. Men av “sikkerhetsmessige” grunner er det
lurt & ha flere verdier som f.eks. i tabellen i figur (3.1).

b) For en rett linje er det tilstrekkelig med bare to funkjonsverdier nar den skal plottes.
Stigningstallet a :

-2 (3.16)

At stigningstallet er « = 2 kan man innse direkte, uten regning, via f(x) = 2x— 1.

¢) Frafigur (3.5) ser vi at linjen skjerer y-aksen for y = —1.
Ogsa dette kan vi innse direkte ut fra ligningen, via f(x) = 2x—1:

y=£(0)=2-0-1=-1 (G.17)

Det er to mater en linezr funksjon kan bestemmes pa:

1. stigningstallet a er kjent og ett punkt (x;,y1)

2. to punkt (x1,y1) og (x2,y2)
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3.2.1 Ett- og to-punkisformelen

dersom stigningstallet  er kjent

Setning 3.2.1 — Ert-punkisformelen for linecere funksjoner

Dersom stigningstallet  og ett punkt (x;,y;) pa en rett linje er kjent sa er den linezre funksjonen
gitt ved:

fx)=alx—x1)+y (3.18)

Denne formelen kalles ett-punktsformelen.

dersom vi kjenner to punkter pd linjen

Setning 3.2.2 — To-punkisformelen for linecere funksjoner

Dersom to punkt (x;,y;) og (x2,y2) er kjent pa en rett linje, sa er den lineere funksjonen
gitt ved:

fx) = =) (3.19)

— Y271

Denne formelen kalles fo-punktsformelen. Stigningstallet er da a oo

) Ser du ndr du skal bruke ett-punktsformelen og ndr du skal bruke to-punktsformelen?

1. Ett-punktformelen: dersom vi kun kjenner ett punkt (x;,y;) samt stigniingstallet.

2. To-punktformelen: dersom vi kjenner to punkt (xj,y;) og (x1,y1)-
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» Eksempel 3.4 — Eit- og to-punkisformelen for linecere funksjoner

a) Finn ligningen for den rette linjen som gar gjennom punktet P og har stigningstallet a:

fx): P=(-3,2) og a=>5

b) Finn ligningen til den rette linjen som gar gjennom punktene:

g(x): (x1,y1)=(8,1) og (x2,y2)=(4,3)

Lgsning:

a) Siden vi kjenner 1 punkt og stigningstallet a for den rette linjen sa kan vi bruke
ett-punktsformelen for lineare funksjoner:

ett-pkt.formel

—_——
f(x) =alx—x1)+y =5(x—(—3))+2:5x + 17 (3.20)

b) Siden vi kjenner 2 punkter pa den rette linjen sa kan vi bruke to-punktsformelen
for lineare funksjoner:

to-pkt.formel
g(x)zﬁz:)yci (x—2x1) +i (3.21)
:i:;("—g)“ (3.22)
I
8+ (3.23)
=145 (3.24)
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m Eksempel 3.5 — Linecere funksjoner , SOK100 Makrogkonomi , ISLM modellen

1 “SOK100 Makrogkonomi” lerer man om IS-kurven. IS-kurven representerer alle kombinasjoner
av renten r og nasjonalproduktet R som gir likevekt i produktmarkedet.

Anta at en slik IS-kurve er gitt ved:

1 1 3
R+ —G+ — (IS-kurve) (3.25)

15 = 75000 1000 10

hvor G = offentlige utgifter (G="government”).

En LM-kurve representerer alle kombinasjoner av renten r og nasjonalproduktet R som gir likevekt
i pengemarkedet. I eksemplet fra gving 1 fant vi at en slik LM-kurve var gitt:

1 1
= —R — - LM-k 2
rim 2000 5 ( urve) (3.26)

Figur 3.6: Makrogkonomi.
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tegn

~ =
a) Plott ryg sfa. ! R, dvs. rig(R) nar G = 600.

b) Lgs analytisk, dvs. ved regning:
Ved hvilken verdi for nasjonalproduktet R krysser disse linjene IS- og LM-kurven hverandre?

¢) Hva betyr det, ut fra et gkonomisk stasted, at LM-kurven og IS-kurven er like?

Isfa. = “som funksjon av”
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Lgsning:

tegne

—~ =
a) Nar man skal plotte funksjoner, lag en verditabell:

R | 0 | 500 | 1000 | 1500 | 2000 |
ris(R) | 0.90 | 0.65 | 0.40 | 0.15 | —0.10 |

Tabell 3.2: Verditabell for r;5(R) (G = 600)

R | 0 | 500 |1000 | 1500 | 2000 |
rm(R) | —0.20 | —0.075 | 0.05 | 0.175 | 0.30 |

Tabell 3.3: Verditabell for r;y(R)

0.8

ris(R) = — 55 R + 10556 + 15
0.6 1

0.4 1

0.2 1

—0.4

—-0.6 ¢

Figur 3.7: Plott av IS-kurven og LM-kurven.

; ; L ; R
/59@/ 1000 1500 \mQ
02 | T
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b) IS- og LM-kurven krysser hverandre nar: G = 600

rls =TLm
()
1 1 3 1 1
2000 + 1000 + 10 4000 5
1 R 1 R = 1 6 3 1 R’ o t d
2000 4000 "5 10 10 samler R’ene pa venste side
[}
12 ! 12 6 3
- R— o sR=— 0 — 2 fell
2000-2 4000 5510 10 ellesnevner
(3
3 . 2+6+3
4000 10
3
R= @ ~ 1467

Renten r/g i produktmarkedet er sammenfallende med renten r7y, i pengemarkedet nar
nasjonalproduktet er R ~ 1467.

¢) Nar linjene skjerer hverandre, dvs. er like, sa betyr det at det er likevekt mellom
produktmarkedet og pengemarkedet.

Med andre ord: gkonomien er i makrogkonomisk likevekt.

3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)



3.3 Simplex-algoritmen 165

3.3 Simplex-algoritmen

Simplex-algoritmen er en matematisk teknikk innen optimeringsteori for numerisk lgsning av
line@rprogrammeringsproblemer.

Simplex-algoritmen er en komplisert algoritme som mange av dere kommer til & lere mer om
senere i studiene. 1 “LOG733 Exact Optimization Methods in Logistics” lerer man blant annet
om lineer programmering (LP). Men allerede na kan vi nok matematikk til & lgse et enkelt
optimeringseksempel, se neste side.

En litt forenklet og kort beskrivelse av Simplex-algoritmen er hjgrnelgsningsmetoden.

X2
—2X14+ 2Xx2 <5

f=15 ,
28N x4 2x0 57

feasible region

2xX1+x2€7

f=6x1 + 6x3

Figur 3.8: Simplex metoden = hjgrnelgsningsmetoden.
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= Eksempel 3.6 — Linecere funksjoner , BOK205 Qkonomistyring og regnskap , LP> problem

La oss se pa bedriften Mgretank A/S sitt optimeringsproblem. De produserer to typer varmt-
vannsberedere, type 1 and type 2. Da er det hensiktsmessig a definere beslutningsvariablene:

x1 = antall varmtvannsberedere av type 1 (3.33)

x, = antall varmtvannsberedere av type 2 (3.34)

Anta at inntekten i = i(x;,x) til bedriften er gitt ved:
i(X1,X2) = 350x1 + 300x, (3.35)

Denne inntekten skal maksimeres.

MEBRETANK &
6395 REKDAL - TLF. 71 18 48 25

-

En norsk VVS-produsent @3
av varmivannsberedere

Figur 3.9: Mgretank A/S.

Mgretank A/S har kun 200 pumper, 1566 arbeidstimer og 2880 dm rgr tilgjengelig.
Varmtvannsberederne trenger en pumpe hver. Det tar 9 timer & lage type 1, og det tar 6 timer & lage
type 2. Det trengs 12 dm rgr til type 1, og det trengs 16 dm rgr til type 2.

2LP = linzr programmering
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Disse restriksjonene kan man angi som linezre kombinasjoner av beslutningsvariablene:

x1+x < 200 (pumper)
9x1+6x; < 1566 (arbeidstimer)

12x, +16x; < 2880  (rer)

restriksjoner (3.36)

v
o

X1

v
o

X2

hvor de to siste ulikhetene stammer fra det faktum at x; og x, ma vere positive siden det dreier seg
om mengde produsert.

Inntekten i(xy,x;) i lign.(3.35) skal maksimeres under restriksjonene beskrevet av lign.(3.36).

a) Man kan vise matematisk at lgsningen av et LP-problem inntreffer et sted nar
ulikhetene er likhet, i ett av hjgrnene. 3
Det betyr at Igsnsingen inntreffer nar en eller flere av ressursene er helt brukt opp.

Siden Igsningen til LP-problemet inntreffer et sted nar ulikhetene er likhet,
gjgr om ulikhetene til likheter og Igs restriksjonene x, sfa.* xi.

b) Plott alle restriksjonene i en og samme figur.
Bruk x, pa y-aksen og x; pa x-aksen.

¢) Skraver det omradet i figuren som tilferdsstiller alle restriksjonene.

d) Dette er et LP optimeringsproblem som kan Igses grafisk:

i) Indiker pa grafen hvor alle “hjgrnelgsninger”.
ii) Les av alle hjgrnelgsninger og regn ut tilhgrende inntekt i.

iii) Hvilken kombinasjon av x; og x, gir maksimal inntekt ?

3Du skal ikke vise dette faktum. Bare ta det for gitt.
4sfa. = “som funksjon av”
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L@sning:

a) Gjgr om ulikhetene til likheter:

Pumper:

x1+x =200

v

Xy = —x1+ 200

Arbeidstimer:

9x1 + 6x; = 1566

)
6)62 = 1566 — 9X1

)

3
Xy = —Exl +261

Ror:

12x1 4+ 16x, = 2880

0

16x; = 2880 — 12x

0

—9)C1

1

/—12x1
/%

3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)
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Tegner

/4\\ . . .
b) Plotter alle restriksjonene i en og samme figur:
X2
300
Xy =—3x+261
200

Xy = —X1 +200

100

X1

100 200 300

Figur 3.10: Plott av de line@re restriksjonene.

¢) Omradet i figuren som oppfyller alle restriksjonene:

X2

300

200 Omradet som oppfyller

alle restriksjonene.

100

X1

200 300

Figur 3.11: Omradet som oppfyller alle restriksjonene.
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d) i) Indikerer alle “hjgrnelgsninger’:

X2

300

(0,180) (80,120)
(122,78)

100
(174,0)

0,0) —

X1

100 200 300

Figur 3.12: Totalt er det 5 hjgrner, dvs. 5 hjgrnelgsninger.

ii) Inntekten i = i(x;,x;) ved hjgrnepunktene:

i(0,0) =350-0+300-0=0 (3.45)
i(0,180) = 350-0+300- 180 = 54000 (3.46)
i(80,120) = 350-80+300- 120 = 64000 (3.47)
i(122,78) = 350-122+4300-78 = 66 100 (3.48)
i(174,0) = 350-174 4300 -0 = 60900 (3.49)

iii) Maksimal inntekt i nar x; = 122 0gx, =78:  i(122,78) = 66100
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3.4 Kvadratiske funksjoner (parabler)

Definisjon 3.4.1 — Kvadradtisk funksjon

kvadratisk

—
En 2. gradsfunksjon y = f(x) har formen:

f(x) = ax®* +bx+c (3.50)

hvor a, b, c € R er konstanter.

K) 2. gradsfunksjon = parabel = kvadratisk funksjon

I avsnitt 2.5 pa side 115 diskuterte vi hvordan man kan finne nullpunktene f(x) = O til slike
kvadratiske funksjoner. Na skal vi plotte og studere dem mer.
—

tegne

(x +4)* +2

\/ ] McDonald's

Figur 3.13: Kvadratiske funksjoner.
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Noen egenskaper til kvadratiske funksjoner (parabler)

Kvadratiske funksjoner

fx) = ax* +bx+c (3.51)

har fglgende egenskaper:

a>0 = grafen er U-formet, “smiley face”.
a<0 = grafen er N-formet, “sad face”.

Dersom b> — 4ac > 0 s har f(x) to nullpunkt(er), dvs. f(x) skjerer x-aksen f(x) =0,
se figur (2.26):

—b—V/b?—4ac —b+Vb?—4dac
AT T ’ R VA (3.52)

Dersom b — 4ac < 0, s er det ingen nullpunkter. Vi har samtidig at:
b? —4dac>0: grafen ligger i sin helhet over x-aksen

b? —4dac <0: grafen ligger i sin helhet under x-aksen
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s Eksempel 3.7 — Kvadratiske funksjoner (parabler)

Gitt de kvadratiske funksjonene:

f(x)=x* —4x (3.53)

g(x)=—x*+6 (3.54)

a) Plott funksjonene.
b) Finn nullpunktene til bade f(x) og g(x). ( bade grafisk og ved regning )

¢) Finn skjeringspunkt(ene) til grafene. ( bade grafisk og ved regning )

L@sning:

a) Plott: ?

Skj.pkt. (—1.5,5)

(—3,3,0) skj.pkt.

Figur 3.14: Plott av parabelene f(x) = x* — 4x og g(x) = —x> +6.

SNér man plotter bgr man sette opp en verditall.
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k) Enkvadratisk funksjon er symmetrisk gjennom topp/bunnpunktet (se figur 3.14).

i) f(x)erhul opp pga. +x*, dvs.a=1>0

i) g(x)erhul ned pga. —x?, dvs.a=—1<0

b) Nullpunkt:
Nullpunktene er bestemt av f(x) = 0. Disse kan finnes ved grafisk lgsning:
flx)=0: cp =0o0gc, =4 (3.55)

g(x)=0: c; =245 0g ¢ = 2.45 (3.56)

eller ved regning, dvs. analytisk, (lgsning av 2. gradsligning )

—(—4) 42410 4+4

f(x):O: Cl2 = 2(.1 3

= c¢1=00g =4

0++0>—4-(-1)-6 2
= (=1) :q:\@ = c¢=-V6o0g ;=6

2-(=1) 2

g(x)=0: ci2

hvor /6 ~ 2.45.
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¢) Skjeringspunkt f(x) = g(x):

Skjaringspunktene f(x) = g(x) kan finnes ved grafisk lgsning:

flx) = gx) : x=-1 og y=5 x=3 og y=-3 (3.57)

eller ved regning  ( lgsning av 2. gradsligning )

f(x)=g(x) (3.58)

) (3.59)

2 —dx=—-x>+6 samler like ledd (3.60)

(3 (3.61)

26 —4x—6=0 2. gradsligning (3.62)

Lgser 2. gradsligningen i lign.(3.62) med ABC-formelen

(-4 E£\/(—4)?—4.2.(—6) 4+8
x= %) == (3.63)
) (3.64)
x=—1 eller x=3 (3.65)
med tilhgrende y-verdier
f(=1)=g(=1)=—(=1)>4+6 =5 (3.66)
f(3)=g(3)=-3"+6 =-3. (3.67)

Alt i alt er skjeringspunktene gitt ved:

(—=1,5) og (3,-3). (3.68)
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= Eksempel 3.8 — Kvadratiske funksjoner ©

Du jobber som gkonomisjef ved Power (selger elektronikk) pa Molde Storsenter. I forbindelse med
lansering og salg av iPhone 9 varen 2020 gnsker du & finne hva slags pris som er optimal for &
maksimere fortjenesten. Siden du har hatt faget “B@OKI105 Finansregnskap 1” sa vet du at totalt
resultat TR er gitt ved:

TR(x) =TI(x)—TK(x) (3.69)

hvor total inntekt er

TI(x)=px (3.70)

og TK(x) = total kostnad, p = pris og x= etterspgrsel (antall iPhoner). Ut fra kjennskapen til
markedet kan man modellere sammenhengen mellom pris og etterspgrsel. Anta at denne er:

p(x) = 1900 — 0.4x (3.71)

Total kostnad TK (x) er kan ogsa modelleres. Anta at denne er:

TK(x) = 0.75x* — 150x + 85000 (3.72)

Figur 3.15: Power skal lansere ny iPhone.

SB@OK205 Dkonomistyring og regnskap
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Tegn
~ =
a) Plott den totale kostnaden TR(x) i intervallet 0 < x < 500.

b) Hvor mange iPhoner x* selges nar det totale resultatet 7R(x) maksimeres?
Lgs oppgaven grafisk.

¢) Hva slags pris bgr Power sette pa iPhone 9 for & maksimere TR(x)?
Lgs oppgaven ved regning.

d) Hva blir det optimale resultatet 7K (x*)?
Lgs oppgaven grafisk.



178 Kapittel 3. Funksjoner

Losning:
a) Fgrst ma vi finne et eksplisitt uttrykk for totalt resultat 7R(x):
TR(x)=TI(x)—TK(x)
=px — TK(x)
= (1900 — 0.4x)x — (0.75x* — 150x + 85000)

= 1900x — 0.4x* — 0.75x> 4 150x — 85000

= —1.15x% +2050x — 85000

Nar man skal plotte funksjoner, lag en verditabell:

x | 0 | 200 | 400 | 600 | 800 |
TR(x) | -85000 | 279 000 | 551 000 | 731 000 | 819 000 |

Tabell 3.4: Verditabell for TR(x).)

x | 1000 | 1200 | 1400 | 1600 | 1800 |
TR(x) | -815000 | 719000 | 531000 | 251000 | -121 000 |

Tabell 3.5: Fortsettelse verditabell for TR(x).

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)
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Plotter grafen:

(830 000,900)

TX(x)
TK(x*) ~ 830 000 —— 800 000§ :
: T(x) = —1.15x% 4 2050x — 85000
600 000 1
400 000 1
200 000 1
! - ! ! X
500 1000 1500 2000
—200 000 1 T
x* =900
Figur 3.16: Totalt resultat TR(x).
b) Av figuren ser vi at:  ( grafisk lgsning )
Totalt resultat TR(x) maksimeres nir det selges x* ~ 900 stk. iPhoner. ’
¢) Maksimert resultat TR oppnas nar iPhonene prises til:
p(x") = p(900) = (1900 — 0.4-900) NOK = 1540 NOK (3.78)
d) Av figuren ser vi at det maksimale totale resultatet TR er: 8
TR(x") = TR(900) ~ 830000 NOK (3.79)

7Senere skal vi ogs lgse denne oppgaven ved regning, dvs. algebraisk. Da finner man x* = 891.3.
8Det eksakte svaret er TR(891.3) = 828587 NOK. Dette kommer vi tilbake til senere i kompendiet nr vi skal
regne ut svaret analytisk, dvs. ved regning.
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3.5 Rasjonale funksjoner

I lign.(1.72) definerte vi rasjonale tall:

Q = {%‘aGZ/\beN}

Her utvider vi dette til rasjonale funksjoner.

Definisjon 3.5.1 — rasjonal funksjon

En ligning pa formen

_ Pl
f(x) - Q(X)

hvor P(x) og Q(x) er polynomer, kalles en rasjonal funksjon.

k) Lign.(3.81) har:

e en ukjent x
e en brgk mellom to polynomer av generell grad n

(3.80)

(3.81)
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» Eksempel 3.9 — Kvadratiske funksjoner °

La oss returnere til eksemplet som beskrevet pa side 176.
I dette eksemplet ble kostnadsfunksjonen modellert ved lign.(3.72), dvs.:

TK(x) = 0.75x* — 150x + 85000

De tilhgrende totale gjennomsnittlige enhetskostnadene TEK (x) er definert ved:

TK
TEK(x) = TK(x) (rasjonal funksjon)
X

Med TK(x) som i lign.(3.82) sa blir denne:

0.75x% — 150x + 85000
TEK(x) = - . (rasjonal funksjon)
X

a) Plott TEK(x) i intervallet 0 < x < 500.

b) Hvor mange iPhoner x* ma selges for & minimere den totale gjennomsnittlige

enhetskostnaden TEK (x)?
Lgs oppgaven grafisk.

¢) Hva er den tilhgrende enhetskostnaden, dvs. TEK (x*)?
Lgs oppgaven grafisk.

Figur 3.17: Power. Salg av iPhone.

9B@K205 Pkonomistyring og regnskap

(3.82)

(3.83)

(3.84)
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L@sning:

a) Nar man skal plotte funksjoner, lag en verditabell:

x | 0 | 50 |100 6150 | 200 |
TEK(x) | ulovlig | 1588 | 775 | 529 | 425 |

Tabell 3.6: Verditabell for TR(x).)

x | 250|300 | 350 | 400 | 500 |
TEK(x) | 378 | 358 | 355 | 363 | 395 |

Tabell 3.7: Verditabell for TEK (x) = 27515085000

X

2_
TEK()C) — 0.75x 15)(0x+85()()()

1000

800

600
(335,355)

TEK(x*) ~ 355 — 400 1 e

200

X

100 200 300 400 500 600

T

x ~ 335

Figur 3.18: Total enhetskostnad TEK (x).
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b) Av figuren ser vi at:  ( grafisk lgsning )
den x som gir minst TEK (x) er: x* ~ 335 10

¢) Av figuren ser vi at:  ( grafisk Igsning )
den minste TEK (x) er: TEK(x*) = TEK(335) ~ 355.

10Senere skal vi ogsé Igse denne oppgaven ved regning, dvs. algebraisk. Da finner man x* = 336.7, se lign.(4.121)
side 224.
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= Eksempel 3.10 — Nyttemaksimering !!

Du har fatt sommerjobb hos Molde Taxisentral. Du skal jobbe ei langhelg, fredag, lgrdag og sgndag,
dvs. tre dager. Fgringene du har fatt fra din arbeidsgiver for denne arbeidshelgen er at de samlede
konsumkostnader ma vere begrenset, maksimum m NOK. Konsumutgiftene skal dekke bensin- og
matkostnader. La:

p = pris pa bensin (NOK/liter) (gode nr. 1) (3.85)
q = pris pa pglsemeny  (NOK/pglsemeny) (gode nr. 2) (3.86)

Budsjettligningen (ulikheten) for arbeidshelgen blir dermed:

px+qy<m (3.87)
hvor m = samlet konsumutgift og

x = antall liter bensin (gode nr. 1) (3.88)
y = antall pglsemenyer (gode nr. 2) (3.89)

Anta at nytten ved forbruk at bensin X (gode 1) og mat/drikke Y (gode 2) er bestemt av nytte-
funksjonen: '

u(x,y) = 2x%y (3.90)

Figur 3.19: Taxi og Narvesen.

1S@K200 Mikrogkonomi
12Valget av notasjonen u er fordi “utility”=nytte.
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a) Gjgr om ulikheten til likhet i budsjettligningen (3.87) og vis at y sfa. x er gitt ved:

y= m_pr, (3.91)
9 4
for gitt m.

b) i) For hvilken verdi skjerer linjen i lign.(3.91) y-aksen?
ii) For hvilken verdi skjerer linjen i lign.(3.91) x-aksen?

iii) Lign.(3.91) er en linear kurve. Hva er stigningstallet?

¢) For en gitt, bestemt nytte up = u(x,y), vis at y sfa. x i nyttefunksjonen (3.90) er
gitt ved:

y=— (3.92)

Denne ligningen kalles indifferanseligningen. 13

Anta at prisen pa bensin er p = 10 NOK/liter og at pglsemenyen pa Narvesen koster ¢ = 40 NOK.
Restriksjonen du far fra vakthavende ved Molde Taxisentral er m = 1200 NOK for den aktuelle
helgen.

d) For tallene som oppgitt:

i) For hvilken verdi skjerer linjen i lign.(3.91) y-aksen?
ii) For hvilken verdi skjerer linjen 1 lign.(3.91) x-aksen?

iii) Hva er stigningstallet?

e) Plottlign.(3.91) og (3.92) i &n og samme figur for tilfellene:

1) uyp=
il) uy = 128000
iii) up = 250000

131 “S@K200 Mikrogkonomi” lzrer man at en indifferansekurve bestér av alle godekombinasjoner som gir samme,
bestemte nytte Uy for konsumenten.
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f) Hva er den optimale kombinasjonen (x*,y*) av bensin og pglse som gir stgrst nytte?
Dvs. hvilken kombinasjon av x og y gir stgrst nytte innenfor budsjettet?
Lgs problemet grafisk. 14

14Dette problemet kalles nytremaksimeringsproblemet i “S@K200 Mikrogkonomi”. Senere i dette matematikkurset
skal vi leere & lgse dette problemet analytisk ved hjelp av noe som heter Lagrangemultiplikatorer.
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Lgsning:
a) Gjor om ulikheten til likhet i budsjettligningen (3.87) og lgser y mhp. x:
px+qy=m (3.93)
)
1
qy=m—px / - (3.94)
q
)
y="_Py  ged (3.95)
q q
b) i) Linjenilign.(3.91) skjerer y-aksen nar x = 0:
m =0
y=—— P~ x=0 skjering med x-aksen (3.96)
q9 4
)
y="_Py (3.97)
P q
)
y=2 (3.98)
q
ii) Linjen i lign.(3.91) skjerer x-aksen nar y = 0:
=0 m
=" _P, (3.99)
q q
)
m_p
0="_P2, /-4 (3.100)
1 4
)
O0=m—px (3.101)
)
1
px=m /- (3.102)
p
)
x=2 (3.103)
p
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iii) Stigningstallet til den linezre lign.(3.91)

er koeffisienten foran X-variabelen, dvs.:

stigningstall = P
q

¢) Lgser y sfa. x i nyttefunksjonen (3.90) for gitt nytte u(x,y) = up:

=1uy

—— 5 )
u(x,y) = 2x%y gitt nytte u(x,y) = uo
)
1
2
u =2y [ 3a
)
uo
y= ﬁ y q.e.d.

d) i) Skjerer y-aksen ved:

m 1200 NOK
g 40 NOK/pglsemenyer

y= = 30 pglsemenyer

ii) Skjearer x-aksen:

m 1200 NOK
xX=—

= PR 1901t
p 10 NOK liter et

iii) Stigningstallet: ( stigningstallet er et dimensjonslgst tall )

L p 10 NOK
t tall = — — = — = —0.25
stigningsta p 0

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

(3.108)

(3.109)

(3.110)

(3.111)
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e) Plotting av lign.(3.91) og (3.92):

X2

up = 250 000
up = 128 000

40 @kende u

/

30

20
Budsjettlinje: y = —0.25x+ 30

y:lo—) 10 ........................................ :

X1

20 40 60 80 100 120 140 160 180

x* =80

Figur 3.20: Optimal tilpassing er nar indifferansekurven tangerer budsjettlinjen.

Dette er et eksempel pa at optimal tilpassing av en budsjettligning kan finnes ved at:

indifferansekurven tangerer budsjettlinjen

fordi nyttefunksjonen vokser med gkende ug.
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f) Av figur (3.20) ser vi at:

x* =80

y* =10

er tangeringspunktet mellom indifferansekurven og budsjettlinjen.
Med nyttefunksjonen u(x,y) = 2x%y s er det stgrst nytte ved & konsumere:

x* = 80 liter bensin og y* = 10 pglsemenyer

(3.112)

(3.113)

(3.114)
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3.6 Asymptoter

En asymptote er en linje som en graf n@rmer seg nar argumentet gir mot uendelig.

Figur 3.21: Asymptote.

Det er tre typer asymptoter:

1. vertikale asymptoter
2. horisontale asymptoter
3. skra asymptoter

Horizontal EVer’Tical \‘\q\ia e
Asymptote i Asymptote ngm?tot

Figur 3.22: Tre typer asymptoter.



192 Kapittel 3. Funksjoner

Definisjon 3.6.1 — Vertikal asymptote

x = a er en vertikal asymptote til grafen f(x) dersom x — a medfgrer f(x) — +oo

Definisjon 3.6.2 — Horisontal asymptote

y = b er en horisontal asymptote til grafen f(x) dersom f(x) narmer seg et fast tall b nar
X — oo,

Definisjon 3.6.3 — Skrd asymptote

y = ax+ b er en skra asymptote til funksjonen f(x), dersom fglgende er oppfylt:
|f(x) = (ax+b)] — 0 (3.115)

nar x — oo,
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3.6.1 Asymptoter for rasjonale funksjoner

Rasjonal funksjon, se lign.(3.81),

fx)=—= (3.116)

er et eksempel pa en klasse funksjoner hvor vi bruker asymptoter som hjelpelinjer for & beskrive
funksjonen.

For rasjonale funksjoner:

1. En vertikal asymptote for finnes ved a finne nullpunktene til nevneren:

O(x)=0 (3.117)

2. Samme grad:
Dersom P(x) og Q(x) har samme grad, har grafen en horisontal asymptote . Denne finnes
ved a betrakte f(x) for store x:

X — oo (3.118)

3. Hgyere grad:
Dersom P(x) har hgyere grad enn Q(x) har samme grad, har grafen en horisontal asymptote
y=0.

4. En grad hgyere: Dersom graden til P(x) = graden til Q(x) + 1, s& kan polynomert skrives pa
formen

P(x) rest
O(x) nevner

(3.119)

har grafen en skrd asymptote pa formen y = ax + b.
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s Eksempel 3.11 — vertikal asymptote

Gitt den rasjonale funksjonen:

flx)= (3.120)

a) Finn asymptoten(e) til f(x).

b) Plott funksjonen f(x) sammen med dens asymptote(r).

Lgsning:

a) f(x) har en vertikal asymptote nar telleren x — 1 = 0, dvs. x = 1.
Ved x — £ i lign.(3.120) sé innser vi at y = er en horisontal asymptote.

b) Man kan lage verditabell og deretter plotte f(x) sammen med x = 1.
Den vertikale asymptoten x = 1 er den bla linjen i figur 3.23.
Den horisontale asymptoten y = 0 er den linjen i figur 3.23.
Eller man kan bruke f.eks. GeoGebra til 4 plotte grafen:

15 1

10 {

—15 4

Figur 3.23: f(x) = 1= og asymptotene x = 1 og y = 0.



3.6 Asymptoter 195

s Eksempel 3.12 — skrd asymptote

La oss igjen se pa eksemplet hvor Power selger iPhoner.
Det totale gjennomsnittlige enhetskostmadene TEK (x) fra lign.(3.84) pa side 181 er:

0.75x* — 150 85000
TEK(x) = - Sl (rasjonal funksjon) (3.121)
X

a) Finn den skré asymtoten til TEK (x).

b) Plott funksjonen 7EK (x) sammen med den skra asymptoten.

Figur 3.24: Power skal lansere ny iPhone.

Lgsning:

a) Omskriving: ( kjelleromskriving )

0.75x% — 150 85000
TEK(x) = —% s (3.122)
X

_0.75x% 150 | 85000

3.123

. t (3.123)

85000
=0.75x— 150 + (3.124)

— X
asymptote S——
—0

For x — o0 53 vil @ — 0. Dermed er:

y=0.75x— 150 (3.125)

den skra asymptoten til TEK (x)
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b) Man kan lage verditabeller og deretter plotte TEK (x) og y.
Eller man kan bruke f.eks. GeoGebra til a plotte det.

TEK (x)
1000
800
600
400

y=0.75x—150
200

X
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Figur 3.25: TEK(x) og asymptoten y = +.75x — 150.



Figur 4.1: Deriverte.
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4.1 Derivasjon

Tolkning: ( deriverte, med ord ) !

df(a)

= den deriverte til funksjonen y = f(x) i punktet x =a

= stigningstallet til tangenten til grafen i punktet x = a

= stigningen i punktet (a,f(a)) pa grafen

f(@) by
// *

“4.1)

4.2)

(4.3)

Figur 4.2: Den deriverte i punktet x = a, dvs. stigningstallet til tangenten i punktet x = a.

"Her i MAT100 bruker vi som oftest, men ikke alltid, Leibniz notasjon istedet for bare f'(x):  f/(x) =

df(x)
dx
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Definisjon 4.1.1 — Deriverte

La f(x) veere en deriverbar funksjon i punktet x. Den deriverte av denne funksjonen i x
er definert ved:

AfW) A A — S ()

dx A—0  Ax Ax—0 Ax

4.4)

d

Figur 4.3: Gjennomsnittlig endring.

k) Den deriverte = en grenseverdi.

) Dersom grenseverdien eksisterer i et punkt x = a sd sies funksjonen & vare deriverbar i
punktet.

k) Tolkning:
o ct mal for hvor raskt funksjonen endrer seg i punktet
e et mal for “bratthet”

df(x)
dx

—
i) HeriMATI100 bruker vi som oftest, men ikke alltid Leibniz notasjon istedet for bare f'(x):

I 4.5)

Leibniz
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4.2 Derivasjonsregler

4.2.1 Generell derivasjonsregler

Setning 4.2.1 — Derivasjon av et polynom

Den deriverte av funksjonen

f(x) =ax" (4.6)
hvorae Rogn e N, er
df(X) _ naxnfl (47)
dx

Bevis.

Derivasjonsreglen i lign.(4.7) kan utledes ved a bruke definisjonen av derivasjon i lign.(4.4). Det er
litt teknisk krevende. Derfor ngyer vi oss med a kun presentere resultatene.

|
Fra hovedregelen lign.(4.7) fglger det direkte at: 2
Setning 4.2.2 — Derivasjonsregler
Fra lign.(4.7) fglger at:
d
a=1o0g n=1: Fx) =x . YW 4.8)
dx
1 d 1
a=1o0g n=—1: fx) = = f(x)——z (4.9)
X dx 5%
a=1ogn=1/2:  f(x)=+x L 01 (4.10)
c ' dx 2 ‘
for x # 01 lign.(4.9) og (4.10).

2Selv om n € N i lign.(4.7) s skal vi senere utvide "hovedregelen" for derivasjon til reelle tall i eksponenten. Derfor
er det i orden & bruke n = —1 og n = 1/2 i lign.(4.9) og (4.10).
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Setning 4.2.3 — Generelle derivasjonsregler

La f(x) veere en deriverbar funksjon i x, og la k € R vare en konstant.
Da gjelder fglgende generelle derivasjonsregler:

fx)=k = fix)=0 (4.11)
fx)=g(x) +h(x) = f(x) =g+ () (4.12)
f(x)=g(x) —h(x) = flx) =g -1 (x) (4.13)
f(x)=kg(x) = f(x)=kg'(x) (4.14)

Bevis.
De generelle derivasjonsreglene kan utledes ved & bruke definisjonen av derivasjon i lign.(4.4). Det
er litt teknisk krevende. Derfor ngyer vi oss med a kun presentere resultatene.

|

i) Iregnereglene ovenfor brukes kortnotasjonen f'(x) = dgix).
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m Eksempel 4.1 Deriver funksjonen:

f(x) = 5% +7x

L@sning:

Deriverer f(x) mhp. x:

d/x) _4 <5x3 +7x)

dx dx
d d
=—5° + —7
dx ot dx o

=537 4 711!

=152 + 7

hvor vi har brukt at x!~1=x0=1.

Leibnitz’ notasjon

(se lign.(4.12))

(se lign.(4.7), hovedregelen)

(4.15)

(4.16)

4.17)

(4.18)

(4.19)



4.2 Derivasjonsregler 203

n Eksempel 4.2 — Deriverte, BOK205 Qkonomistyring og regnskap

Pa side 178, lign.(3.77), fant vi at det totale det totale resultatet 7R(x) = T1(x) — TK(x)
er gitt ved:

TR(x) = —1.15x% 4+ 2050x — 85000 (4.20)

hvor x = antall iPhoner

Figur 4.4: Power. Ny iPhone.

Pa side 178, figur 3.16, plottet vi TR(x) i et koordinatsystem:

TX(x) (830 000,900)
TK(x") 2830 000 ——> g1 o 1o g
T (x) = —1.15x% +2050x — 85000
600 000 f

400 000 1

200 000 1

X

500 1000 1500 2000

—200 000 1 T

X"~ 900

Figur 4.5: Totalt resultat TR(x).
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Ut fra figur 4.5 ser vi at

TR(x) er flat i maksimumspunktet 4.21)
dvs.
TR
dTR(x) _ (4.22)
dx

akkurat i nullpunktet. 3

a) Finn verdien for x i maksimumspunktet ved hjelp av derivasjon nar
TR(x) er gitt ved lign.(4.20).

b) Finn ogsa tilhgrende funksjonsverdi for TR(x).

¢) Stemmer de analytiske resultatene de grafiske avlesningene i figur 4.5?

3Vi skal senere i kurset lzere mer om hvordan man finner ekstramelpunkt via 1. derivasjonstesten og 2. derivasjon-
stesten.
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Lgsning:
a) Ut fra figur 4.5 ser vi at TR(x) har et maksimimspunkt.
Maksimumspunktet til 7R(x) inntreffer nar den deriverte er null:
—_
de‘(x) er flat
dTR
W _y flat (4.23)
dx
)
d 2
ol 1.15x% + 2050x — 85000 | =0 (4.24)
X
)
—1.15-2x* 142050 1x' "' +0 =0 (hovedregelen) (4.25)
)
—2.3x4+2050 =0 (4.26)
)
1
—2.3x = —2050 /== 427
g —23 *-27)
)
=2 2050
:2:/; =3 kansellering (4.28)
x=2891.3 (4.29)
b) Tilhgrende funksjonsverdi for TR(x):
TR(891.3) = ( —1.15891.3% + 2050-891.3 — 85000) NOK = 828587 NOK  (4.30)
¢) Ja, de grafiske avlesningene i figur 4.5
x =900 iPhoner og TR(900) ~ 830000 NOK (4.31)
stemmer bra med de analytiske resultatene
x =891.3 iPhoner og TR(891.3) ~ 828587 NOK (4.32)
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) For a vere sikre pa at vi har med et maksimumspunkt & gjgre sd ma vi utfgre 2. derivasjon-
stesten. Den testen skal vi leere mer om senere, i kapittel 4.3.3.

) Men siden vi her har en figur 4.5 som viser at TK(x) har et maksimumspunkt i vart tilfelle, sa
er det i orden a si at vi har et maksimumspunkt uten & gjennomfgre 2. derivasjonstesten.
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= Eksempel 4.3 — Derivasjon , EOQ-formelen *

I emnene BOK300 Finansiell og gkonomisk styring og SCM200 Lager- og produksjonsstyring lerer
man blant annet om lagerstyring. Man laerer at det koster penger a ha varer pa lager.

=h =g

—~ —~——
Den totale kostnaden c(x) per ar forbundet med lager- og ordrekostnader er: 3

=X

c(x) =de+ %h + s (4.33)

L

lagerkost.  ordrekost.

hvor ¢
d = etterspgrsel per ar (“demand”) (4.34)
¢ = innkj@pspris per enhet (4.35)
x = ordrestgrrelse (“quantity”) (4.36)
h = ic = lagerkostnader per enhet per ar 4.37)
i = lagerrente (4.38)
s = ordrekostnad, dvs. kostnad per ordre (4.39)

Leddene i lign.(4.33) har en direkte gkonomisk tolkning:

dc = kostnad forbundet med etterspgrsel per ar (4.40)
g h = gjennomsnittlig lagerkostnader per ar 4.41)
d
—s = ordrekostnader per ar (4.42)
X

k) Legg merke til at gjennsnittlig lagerkostnad per ar 5 2 gker med gkende ordrestrgrrelse x.

k) Men: ordrekostnaden per ar f;’s minker med gkende ordrestrgrrelse x.

4Tema fra emnet SCM200 Lager- og produksjonsstyring.

5 Lign.(4.33) gjelder kun under visse betingelser. Det skal dere leere mer om i emnet SCM200 Lager- og produksjon-
sstyring.

SHer er: x = variabel og de andre stgrrelsene er parametre.
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Anta at du er innkjgpsansvarlig hos Oshaug Metall A/S i Molde. I den sammenheng skal du gjgre
innkjgp av metall som réavare til de stgpte emnene for propellkomponenter som Oshaug Metall
produserer. En typisk pris for den metalltypen som Oshaug bruker er 29 NOK/kg. Anta videre at
Oshaug trenger 730 kg/ar. Lagerrenten for Oshaug Metall er 15 % og kostnaden per ordre er 450
NOK:

d =730 kg/ar (4.43)

¢ =29 NOK/kg (4.44)

i=15% (4.45)

s =450 NOK (4.46)
tegn

A~
a) Plott den totale kostnaden c(x) fra lign.(4.33) for intervallet 100 < x < 1200.

b) i) Hvor mange kg metall bgr Oshaug Metall A/S bestille for & minimere den
totale kostnaden c(x) per ar?
Lgs oppgaven grafisk.

ii) Hva er den tilhgrende totale lagerkostnaden per ar for Oshaug Metall A/S?
Lgs oppgaven grafisk.

——

-v. a
\
\

COPPERSTORM®

Figur 4.6: Oshaug Metall A/S.
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¢) Vis at det antall kg metall som Oshaug Metall ma bestille for & minimere den totale

arlige kostnaden c(x), inntreffer nar:

d (4.47)

%Ch: p

d) Hva betyr lign.(4.47) i gkonomisk sammenheng?
Har kostnaden d ¢ noen betydning for dette optimum?

Begrunn svaret.

e) Vis atlign.(4.47) er den samme som den velkjente “EOQ”-formelen i lagerstyring:

By [2ds
X =1/ —
h

f) Las oppgave b ved regning.
Svarene skal selvfglgelig stemme overens. Gjgr de det?

(4.48)
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L@sning:

a) Nar man skal plotte en funksjon, lag en verditabell:

x | 100 | 200 | 300 | 400 | 500 | 600 |
c(x) | 24673 | 23248 | 22918 | 22861 | 22915 | 23023 |

Tabell 4.1: Verditabell for kostnaden c¢(x).)

x | 700 | 800 | 900 | 1000 | 1100 | 1200 |
c(x) | 23162 | 23321 | 23493 | 23674 | 23861 | 24 054 |

Tabell 4.2: Fortsettelse verditabell for kostnaden c(x).

24 000 c(x) :dc+%x+%
23 500
(390,22 860)
23 000
c(x*) 222 860 — e :
22 500 i x

200 400 600 800 1000 1200

T

x~390

Figur 4.7: Total kostnad c(x) per ar.
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b) i) Fra figuren ser vi at den minste kostnaden c¢(x) per ar oppnas ved bestilling av:

x* =~ 390 kg metall per gang.

ii) Fra figuren ser vi at den minste kostnaden c(x) per ar er:

c(x*) ~ 22860 NOK.

¢) Mimimum av total kostnad ¢(x) inntreffer nar stigningstallet = 0:

stigningstallet til ¢(x) =0

0

h d
2 2t
h d
=5
2 X2
)
%h:—s , qg.ed
X

(kjelleromskriving)

(hovedregelen)
ol

2
[

(4.49)

(4.50)

4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

7Nér man bare leser av grafen si er det ikke sé lett & fi akkurat rett svar pga. avlesningsfeil. Men det er tilstrekkelig

at avlesningen er i nerheten av det riktige svaret.
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d) Lagerkostnaden er xi/2 og ordrekostnaden er ds/x.
Lign.(4.56) betyr da at totalkostnaden er minst nar lagerkostnaden og ordekostnaden er like.

Siden

dde _ 4.57)
dx

sa pavirker ikke kostnaden dc¢ minimum i lign.(4.56).

e) Ut fralign.(4.56) kan vi lgse ut Q alene:

X d
Sh="Ss /-x (4.58)
|}
X2 2
Sh=ds /-% (4.59)
|}
) 2ds '
o= / V- (4.60)
(3
¥ = 22“ . qed. 4.61)

hvor h = ic og hvor notasjonen x* er introdusert
for optimal x. 3

8Noen bruker ogsé notasjonen:

EOQ = % (4.62)
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f) Den minste kostnaden cpin per ar oppnas ved bestilling av:

2ds 2-730-450
x* —\/ \/ 0.15.29 = 388.63 ~ 389 (4.63)

x* innsatt i lign.(4.33): (' bruker at h = ic)

* d
c(x") :d-c+%ic+ ) (4.64)
388.63 730
= -2 15-2 -4 K 4.
(730 9+ 0.15-29+ 388.63 50) NO (4.65)
=22860.55 NOK (4.66)

Ja, den grafiske lgsningen, se figur 4.7, og den analytiske Igsningen gir tilneermet samme svar,
slik som det skal.
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m Eksempel 4.4 — Derivasjon, B@K105 Finansregnskap 1, priselastisitet

Blant annet i emnet "B@K105 Finansregnskap 1” vil man lere om elastisitet.

Det finnes mange typer elastisiteter, f.eks. priselastistitet.
Priselastisitet E,(x) er definert ved:

dx(p) p
Ep(x) do x(p)
p x(p)
hvor
p = pris

x(p) = en stgrrelse som varierer med prisen
d

Z(p) = den deriverte av x(p) med hensyn til prisen p

p

Stgrrelsen x(z) kan f.eks. vare etterspgrselen av en vare.

(4.67)

(4.68)
(4.69)

4.70)

Den momentane priselastisiteten i lign.(4.67) kan tolkes som det momentane forholdet mellom

endringen i etterspgrsel og endringen i pris:

%-vis endring i etterspgrsel
Ep(x) =

9-vis endring i pris

@.71)
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Flybussen A/S har leid inn studenter ved Hggskolen i Molde og funnet ut at sammenheng mellom
etterspgrsel av flybussbilletter og pris p er:

x(p) = i3 .72)

hvor ¢ = en konstant. Anta at ¢ = 35 NOK'.

.\
Ik 1

Figur 4.8: Flybussen i Molde.

a) Finn priselasitsiteten E,(x).

b) Tolk resultatet i oppgave a.

¢) Hvor mye vil etterspgrselen av bussreiser endre seg med dersom prisen gker med 2.5 %?

d) Spiller konstanten ¢ = 35 NOK noen rolle i denne oppgaven?
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L@sning:

a) Priselasitsiteten E,(x) finnes via lign.(4.67):

E,(x) = .
) dp  x(p)
_d ( C) p
dp\p'?) i
d 1.3
=— <c . p1'3> P kjelleromskriving
dp c
1
—_ (/@4 (_13)1?}37*) }U/ny
=-13
b) Siden
%-vis endring 1 etterspgrsel
Ep( ):

90-vis endring i pris

sd ser vi at:

%-vis endring i etterspgrsel = E,(x) - %-vis endring i pris

= (—1.3) - %-vis endring i pris

som gir tolkningen:

Dersom billettprisen p gker med 1 % sa vil etterspgrselen etter bussbilletter
minke med 1.3 %

4.73)

(4.74)

(4.75)

(4.76)

@4.77)

(4.78)

4.79)

(4.80)
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¢) Siden
E, () = Y%-Vvis er.ldring 1 ettérspgbrsel @81)
%-vis endring i pris
sa ser vi at:
2.5 %
%-vis endring i etterspgrsel = E,(x) - %-vis endring i pris (4.82)
=(-13)-25% (4.83)
=-325% (4.84)

d) Ioppgave a ser vi at konstanten c kansellerer.
Priselastistiteten er altsa uavhengig av c.

Dermed innser vi at ¢ ikke spiller noen rolle i denne oppgaven.
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4.2.2 Derivasjon av produkti- og brgkfunksjoner

Setning 4.2.4 — Derivasjon av et produkt

La u(x) og v(x) vere deriverbare funksjoner. For produktet

f(x)=uv (4.85)
gjelder fglgende derivasjonsregel:

f(x) =uv+u' (4.86)

Setning 4.2.5 — Derivasjon av en brgk

La u(x) og v(x) vere deriverbare funksjoner. For brgken

u
flx)= " (4.87)
gjelder fglgende derivasjonsregel:
, u'v—u/
fx) = —75— (4.88)

Figur 4.9: "Indianerfjer-huskeregelen” - huskeregel for derivasjon av et produkt.
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s Eksempel 4.5 — Derivasjon av et produkt

Gitt funksjonen:

fx) = (4x—3)(3x+2) (4.89)

a) Deriver f(x) via produktregelen.

b) Deriver f(x) ved fgrst a multiplisere ut parentesene.

Lg@sning:

a) Deriver f(x) via produktregelen:

Fila) == (4.90)
= (wv)’ (4.92)
=u'v+u (produktregelen) (4.93)
= (4x—3)'(3x+2) + (4x—3)(3x+2) (4.94)
=4(3x+2) + (4x—3)3 (4.95)
=12x+8+12x—9 (4.96)

— 2dx— 1 4.97)
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b) Multiplisere ut parentesene:
(x) = (4x—3)(3x+2)

= i4)6-3x—|—4x-2—3-3)6—3-2
dx

=12x>+8x—9x—6

=122 —x—6

Na kan man derivere via regneregelen i lign.(4.7):

altsa samme svar som i oppgave a, lign.(4.97).

(4.98)

(4.99)

(4.100)

(4.101)

(4.102)

(4.103)

(4.104)

(4.105)
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n Eksempel 4.6 — Deriverte, BOK205 Qkonomistyring og regnskap

La oss se pa eksempelet fra side 181.
I dette eksemplet var den totale enhetskostnaden modellert ved: ( se lign.(3.84) )

TK(x)  0.75x* — 150x + 85000

TEK(x) =
() =— .

(4.106)

hvor x = antall solge iPhoner.

Figur 4.10: Power skal lansere ny iPhone.

1000 TEK(x) = 0.75x%~150x-+85000

X

800

600
(335,355)

TEK(x*) ~ 355 — 400 1 e

200

: X
100 200 300 400 500 600

T

x~ 335

Figur 4.11: Total enhetskostnad TEK (x), se lign.(4.106).
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a) Finn verdien til x i minimumspunktet for TEK(x) nar enhetskostnaden er gitt ved lign.(4.106).
b) La oss sammenligne x-verdien ved minimum av 7EK (x) vi har funnet i dette eksemplet
med x-verdien for maksimum av totalt resultat TR(x) fra det foregaende eksemplet.

Er antall iPhoner som Power ma selge for & maksimere 7R(x)
og minimere 7TEK (x) sammenfallende?

Begrunn svaret.
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L@sning:

a) Funksjonen TEK (x) gitt ved lign.(4.106) er plottet i figur 4.11.
Fra denne figuren ser vi at TEK (x) har et minimumspunkt. °

Minimumspunktet til TEK (x) inntreffer nar den deriverte er null:

dTEK (x)

=0 deriverte lik null (4.107)
dx

=

0 (4.108)

dx

al<0.75x2 —150x + 85000)
X

=

d (0.75x* 150 85000
( ro_D% )—0 (4.109)
dx X X X
T
d
e <O.75x —150+85000x" ) =0 kjelleromskriving (4.110)
T
0.75-1x'""' —=0+85000- (—1)x "' =0 hovedregel (4.111)
T
0.75 — 85000x 2 =0 (4.112)

hvor vi i lign.(4.110) har gjort “kjelleromskrivingen”:

85000
——— =85000x"!  kjelleromskriving (4.113)
X

d
fordi det da er lettere & bruke derivasjonsregelen d—x" =nx"1 10
X

hovedregel

Vi skal senere i kurset lzere mer om 2. derivasjonstesten som sier noe om et ekstremalpunkt er maksimalpunkt eller
minimalpunkt. Men siden vi har en figur som i dette eksemplet som eksplislitt viser at vi har et minimumspunkt, s er
det tilstrekkelig her.

10Man kan ogsé derivere TEK (x) ved hjelp av derivasjon av en brgk. Derivasjon av en brgk skal vi lare mer om
senere, i seksjon 4.2.2.
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Lgser med hensyn pa x alene:

0.75—85000x"%2 =0

()
0.75 = 85000x 2

)
0.75 =

)
0752 _ 85000
5x7 = ———

e
)
, 85000
T 075

85000
X2

deriverte lik null (4.114)
(4.115)
/ 2 (4.116)
/ L @.117)
0.75 '
(4.118)
va (4.119)
(4.120)
(4.121)

For & minimere enhetskostanden 7EK(x) ma Power selge 337 iPhoner.
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b) Fra oppgave a pa forrige side samt eksempelet pa side 203 ser vi at:

TRy 5% x=891.3 iPhoner 4.122)
TEKnin Ben&12D 3367 iPhoner (4.123)
Altsa:

For a maksimere resultatet 7R(x) ma Power selge x = 891 iPhoner.
For & minimere enhetskostnaden 7EK (x) ma Power selge x = 337 iPhoner.

Konklusjon:
maksimalt resultat 7R(x) og minimal enhetskostnad TEK (x)

er ikke sammenfallende

dvs. de inntreffer ikke for samme verdi av x.
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m Eksempel 4.7 — Derivasjon, BOK205 @konomistyring og regnskap

La oss igjen se pa den totale enhetskostnad TEK (x) fra side 221, lign.(4.106):

= 85000-x~!
TK(x)  0.75x* —150x + 85000 85000
TEK(x) = == =0.75x— 150+ ———
X X
form 1 form 2

(4.124)

Pa side 223 deriverte vi denne ligningen ved a bruke “form 2”. Det gav oss svaret i lign.(4.112).

dTEK(

Bruk na “form 1” deriverte av TEK (x) mhp. x, dvs. finn Tx).

L@sning:

Deriverer TEK(x) mhp. x:

dx - dx

-a(7)

u'v—uw/
V2

TEK'(x)

_ dTEK(x) d (0.75x2 —150x+85 000)
X

(4.125)

(4.126)

(4.127)

/
(0.75x2 —150x+85 000) x— (0.75x2 — 150x+85 000) X

52

(0.75 21 150)x— (0.75x2 —150x 4 85 ooo) 1

x2

_1.5x% — 1567 — 0.75x2 + 150 — 85000

x2

_0.75x* — 85000

altsd samme svar som lign.(4.112) pa side 223, selvfglgelig.

(4.128)

(4.129)

(4.130)

(4.131)

(4.132)
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Konklusjon:

I dette eksemplet kan man bruke derivasjon av et produkt eller derivasjon av en brgk.
Begge gir samme svar.

Men muligens er derivasjon av et produkt mest hensiktsmessig & bruke her siden det gir litt mindre
regningen.
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4.2.3 Kjerneregelen

Setning 4.2.6 — Kjerneregelen

Dersom vi har en sammensatt funksjon

fx) =g(u(x)) (ytre funksjon) (4.133)
hvor
u=u(x) (indre funksjon) (4.134)
—_—————
kjerne

er en funksjon av x, sd er den deriverte av f(x) gitt ved:

(%) =g ()l (4.135)

hvor u(x) er kjernefunksjonen.

) Enalternativ mate & skrive denne ligningen pé er:

df(x) dg(u) du

dx du dx

(4.136)

hvor u(x) er kjernefunksjonen.
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m Eksempel 4.8 — Kjerneregelen

Gitt funksjonen:

f@x) = +2)"°
Deriver f(x), dvs. finn f'(x).
Lgsning:

Funksjonen £(x) i lign.(4.137):
fx)=(+2)"

hvor

rgd = ytre funksjon

bla = indre funksjon (kjernen)

Matematisk kan vi skrive:

glu) = u (ytre funksjon)

0g

u(x) = x> +2 (indre funksjon)
—_————

kjerne

(4.137)

(4.138)

(4.139)
(4.140)

(4.141)

(4.142)

(4.143)
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Deriver f(x) ved hjelp av kjerneregelen:

kjerneregelen
/ /
flx) = (ytre) (indre> (4.144)
— g (4.145)
= (') (P +2) (4.146)
=10u'0"".2x (4.147)
= 10(x*+2)%2x (4.148)

= 20x(x* +2)° (4.149)
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4.3 Globadle og lokale ekstremalpunkt

Et ekstremalpunkt er et minimums- eller maksimumspunkt.

Det er to typer ekstremalpunkt:

1. Lokale ekstremalpunkt.

2. Globale ekstremalpunkt.

Global y
Local
maximum

: /N
O W

Local
minimum

Global
minimum

Figur 4.12: Globale og lokale ekstremalpunkter. (x € [a,b])

w

local maximum: (-1, 3)

Ff\

|
T tocal minimum: (L, -1)

'
5]

y=z—3z+1

Figur 4.13: Kun lokale ekstremalpunkter. (x € R)
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Definisjon 4.3.1 — Lokale ekstremalpunki

Et punkt x er et lokalt minimumspunkt x dersom det finnes et € > 0 slik at

fH)<f(x+d)

foralle d e [—¢,g].

Et punkt x er et lokalt maksimumspunkt x dersom det finnes et € > 0 slik at

fx)=f(x+d)

foralle d e [—e¢,€].

Definisjon 4.3.2 — Globale ekstremalpunkt

Et punkt x er et globalt minimumspunkt x dersom

()

for alle x'.

Et punkt x er et globalt maksimumspunkt x dersom

fx)=f(x+d)

for alle x’.

(4.150)

4.151)

(4.152)

(4.153)
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m Eksempel 4.9 — Derivasjon, lokale ekstremalpunkt, 3. gradsligning

La oss se 3. gradsligningen:

flx)=x— %xz —2x+7 (4.154)
a) Regnut f'(x).

b) Tegn fortegnsskjema for f(x).
Tegn grafen f(x) og marker pa figuren nar f’(x) > 0, f'(x) <0 og f'(x) =0.
Marker pa figuren ekstremalpunktene. Er de lokale eller globale?

L@sning:

a) Forste deriverte:  ( hovedregelen for derivasjon )

dx :dx

df(x) d < 2

3 3
X — x2—2x—|—7> =3x% — 3 2.2 2 =32 -3x-2 (4.155)

b) Forste deriverte f’(x) er en 2. gradsligning som kan faktoriseres:

d f(x)

2
=32 - 3x—2= 3<x2—x— §> = 3(x+0.46) (x— 1.46) (4.156)

siden nullpunktene kan finnes ved a bruke lign.(2.144):  x;, =1/2F V33 /6,
hvor vi gjgr tilnermelsene: x; = —0.46 og x, = 1.46.

Etter denne faktoriseringen kan man lage fortegnsskjema og markere pa figuren
nér f'(x) > 0, f'(x) <0 og f'(x) = 0:
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f(x)

Lokalt maksimum 12

Lokalt minimum

f’(x) =0 <=> stigningstallet=0

X
-3 -2 1 2 3
-2
HIEY| H
-0.46 1.46
> X

X+0.46 —---- 0
x-146 ------|----- -—

P —— -

P(x)>0 F(x)<0 f(x)>0

positiv negativ positiv

Figur 4.14: Funksjonen f(x) = x> — %xQ —2x+7 og tilhgrende fortegnsskjema for f”(x).
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4.3.1 Ekstremalpunkt eller ikke?

Spgrsmal:
Er det alltid slik at nar man setter %ix) = 0 sa finner vi et ekstremalpunkt?
Svar:
Nei, d’;ix) = 0 representerer ikke alltid et ekstremalpunkt.
» Eksempel 4.10 Funksjonen
flx)=x° (4.157)
har d'gix) = 0 for x=0, menx =0 erikke et ekstremalpunkt for funksjonen.

Y
8
fl)=x
6
4
2
X
-3 1 2 3
ikke ekstremalpunkt

Figur 4.15: Funksjonen f(x) = x°.
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4.3.2 Lokale ekstremalpunkt: 1. derivasjonstesten

Fra eksemplet pa forrige side sa vi at den deriverte er null, dvs. %ix) =0, ikke er nok til &
garantere et lokalt ekstremalpunkt:

d . .
fle) =0 ke glitd lokalt ekstremalpunkt x = ¢ (4.158)

Men omvendt er derimot alltid tilfelle:

Dersom vi har et lokalt ekstremalpunkt sa vet vi med sikkerhet at d{;)((x) =0:
J— d
lokalt ekstremalpunkt x = ¢ dgd Z(C) =0 (4.159)
X

Den siste implikasjonen, dvs. lign.(4.159), formulerer vi i en egen setning - 1. derivasjonstesten:

Setning 4.3.1 — 1. derivasjonstesten, lokalr ekstremalpunkt

Anta at f(x) er en kontinuerlig, dvs. sammenhengende, funksjon.

lokalt ekstremalpunktx =¢c = 2 0 (4.160)
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Spgrsmal:

Hva betyr 1. derivasjonstesten i praksis?

Svar:

Jo, nar vi skal finne lokale ekstremalpunkt sa setter vi f@grst

—0 (4.161)
og lgser denne ligningen med hensyn pa x alene, altsa finner alle x’ene.

Det er ikke sikkert disse x’ene representerer ekstremalpunkter, men de er mulige kandidater.
For & sjekke om disse kandidatene er faktisk ekstremalpunkter s& ma vi utfgre en ny test,
nemlig 2. derivasjonstesten.

Altsa:

1) Finn mulige kandidater til ekstremalpunkter.

 acionetac dfix) _
< 1. derivasjonstesten =;= = 0)

2) Sjekk om kandidatene faktisk er et ekstremalpunkt eller ikke.

d’f(x)

2. derivasjonstesten  ———=

positiv eller negativ )



238 Kapittel 4. Derivasjon

4.3.3 Lokale ekstremalpunkt: 2. derivasjonstesten

For a sjekke om kandidater ekstremalpunkt er lokale eller ikke
sa ma vi utfgre 2. derivasjonstesten.

Setning 4.3.2 — 2. derivasjonstesten, lokalr ekstremalpunkt

Anta at f(x) er en kontinuerlig, dvs. sammenhengende, funksjon.

df(c) d>f(c)

lokalt maksimumx=c¢ < =0 og <0 (negativ) (4.162)
dx dx?
df d*f

lokalt minimum x = ¢~ < -Z(C) —0 og df (zc) ~0 (positiv) (4.163)
x x

Det er flere mater & formulere 2. derivasjonstesten pa.
Formuleringen nedenfor er en alternativ formuleringen:

Setning 4.3.3 — 2. derivasjonstesten, lokalr ekstremalpunkt

Anta at f(x) er en kontinuerlig, dvs. sammenhengende, funksjon.

lokalt maksimum x= ¢

0

skifter fortegn fra + til minus — 4.164)

df(c) df(c)
dx =0 og x

lokalt minimum x= ¢

0

skifter fortegn fra — til minus + 4.165)

df(c) df(c)
dx =0 og x

Setning 4.3.3 er mer fundamental enn setning 4.3.2. Vet du hvorfor?
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s Eksempel 4.11 — 2. derivasjonstesten

La oss se pa fglgende 5. gradsfunksjon:

f(x) = 3x° —20x° 420 (4.166)

Finn de lokale ekstremalpunktene til f(x).

fx) =3x —20x*3+20
200

150
100
50

X
3 20 1v 3

—50

—100

—150

Figur 4.16: Funksjonen f(x) = 3x°> —20x° + 20.
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L@sning:

Finner kandidater til ekstremalpunktene ved a derivere f(x):

d f(x)
=0
dx
i}
d 5 3

i 3x7—=20x"4+20) =0

)
3.50° =203 1 +0=0

)
15x* —60x*> =0

)

15 (x> —4) =0

=

15x* (x—2) (x+2) =0

Det er altsa 3 Igsninger av ligningen

(deriverte lik null)

(setter inn fra lign.(4.166))

(hovedregelen)

(faktoriserer)

(faktorisere mer, konjugatsetningen brukes)

df(x) =0:

(4.167)

(4.168)

(4.169)

(4.170)

(4.171)

(4.172)

(4.173)
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For & sjekke hvilke(n) av disse kandidatene som representerer et lokalt ekstramelpunkt sa ma vi se

pa den 2. deriverte:

*fx)  d df(x)
dx>  dx dx

d
= (15x4 - 60x2>

=15-4x*1-60-2x*7"

= 60x> — 120x

Ifglge 2. derivasjonstesten er da:

2¢(_
d{lizz) =60-(—2)>—120-(—2) = —240  (negativt)

= x = —2 er et lokalt maksimum
d*f(0) 3 . .
i 60-0°—120-0 =0  (verken negativt eller positivt)
x
= x = 0 er verken et lokalt maksimum eller lokalt minimum
410 _ 60-2° —120-2 =240  (positivt)
dx?
= x = 2 er et lokalt minimum

(4.174)

(4.175)

(4.176)

4.177)

(4.178)

(4.179)

(4.180)

(4.181)

(4.182)

(4.183)
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Man kunne ogsa satt opp fortegnsskjema for

dx

df(x)

av 2. derivasjonstesten, men da ma man faktorisere fgrst:

og brukt den alternative formlieringen

d
z(x) =15% —60x* = 15x%(x* —4) = 15x% (x — 2)(x+2) (4.184)
x
faktorisert form
-2 0 2
> X
15x2 O
R e T o—
X+2 —-=--- O
df(x) )
™ O (o) o
............. O
w7 4f(x)
df(x) X —_— >
— dx
ax 0 dx ~
positiv
positiv negativ
Figur 4.17: Fortegnsskjema for %ECX) = 15x* —60x> = 15x%(x—2)(x+2).
Ifglge 2. derivasjonstesten er da:
d
Z(X) skifter fra + til — = x = —2 lokalt maksimum (4.185)
X
d
Z(X) skifter fra — til + = x =2 lokalt minimum (4.186)
x
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Globale ekstremalpunkt

A finne globale ekstremalpunkter er generelt svaert vanskelig.
Det finnes ingen generell mate & bestemme globale ekstremalpunkter pa annet enn a tegne grafen
og bruke “stirremetoden".

Men det finnes en klasse funksjoner hvor vi faktisk kan bestemme globale ekstramelpunkter.
Det gjelder for konvekse og konkave funksjoner.

I dette kapitlet skal vi definere hva som menes med konkave og konvekse funksjoner.
Deretter skal vi preseneter noen leresetningen angéende globale ekstremalpunkter for konkave og
konvekse funksjoner.

Definisjon 4.3.3 — konveks

Gitt to punkter xj og x;.
Korden (linjen) mellom x| og x, er da definert ved:

axi+ (1 —a)xy (4.187)

hvor 0 < a < 1. En funksjon er konveks dersom

flaxi+(1—a)w) < af(x)+(1—a)f(x) (4.188)

Definisjon 4.3.4 — konkav

Gitt to punkter x; og x».
Korden (linjen) mellom x| og x, er da definert ved:

ax;+ (1 —a)x, (4.189)

hvor 0 < a < 1. En funksjon er konkav dersom

flaxi+(1—a)xy) >af(x))+(1—a)f(x) (4.190)
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Definisjonenen pa forrige side er litt teknisk og vanskelig a forsta.
Derfor formulerer vi dem med ord sammen med en figur:

Definisjon 4.3.5 — konveks, med ord

Funksjonen f(x) kalles konveks (pa et intervall) dersom korden mellom to vilkérlige punk-

ter pa grafen alltid ligger pa eller over grafen til f(x).

Definisjon 4.3.6 — konkav, med ord

Funksjonen f(x) kalles konkav (pa et intervall) dersom korden mellom to vilkarlige punk-

ter pa grafen alltid ligger pa eller under grafen til f(x).

f(x)

A

flx) AN

konveks funksjon konkav funksjon

con \/ ex conCAVE

Figur 4.18: En konveks og en konkav funksjon.

> X
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Setning 4.3.4 — Globalt minimum

Anta at f(x) er en konveks funksjon.

Dersom x = ¢ er et lokalt minimum (% = 0) sd er x = ¢ ogsa et globalt minimum.

Anta at f(x) er en konkav funksjon.

Dersom x = c er et lokalt maksimum (dj;)(f) = 0) sd er x = ¢ ogsa et globalt maksimum.

Setning 4.3.5 — Globalt minimum

Anta at f(x) er en kontinuerlig funksjon.

d>f(x)

dx?

>0 (positiv eller null) forallex = f(x) er konveks (4.191)

d>f(x)

2 <0 (negativ eller null) forallex = f(x) er konkav (4.192)
X
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m Eksempel 4.12 — 1. og 2. derivasjonstesten

Gitt funksjonen:
fx)=x*—6

Finn eventuelle ekstremalpunkt.
Angi hva slags type ekstremalpunkt det er snakk om.

10 J(x)

—10

Figur 4.19: Funksjonen f(x) = x> — 6x.

(4.193)
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Lgsning:

1. derivasjonstesten:

Mulige kandidater til lokale ekstremalpunkt er bestemt av dg)(cx) =0:
4r) _ g (4.194)
dx
0
d 2
— | x—6x )=0 (4.195)
dx
)
2x—6=0 (4.196)
)
x=3 (4.197)

som er en kandidat til et ekstremalpunkt.

2. derivasjonstesten:

Vi bruker deretter 2. derivasjonstesten til a bestemme hva slags ekstremalpunkt det er.
Siden

2 2
d C];Ex) _ % (x2_6x> — 2 (positiv) (4.198)

altsa den 2. deriverte av f(x) er positiv for x = 3. Fra lign.(4.163), dvs. 2. derivasjonstesten,
sa vet vi at x = 3 er et lokalt minimum.

Setning 1 og 2:  (se side 245)

2
Men 4 d]; (Qx) er ikke bare positiv for x = 3, den er positiv for alle x.

Da vet vi fra setning 2, se lign.(4.191), at f(x) er konveks.

Men siden f(x) er konveks sa vet vi fra setning 1 pa side 245, at det
lokale minimumet x =3 ogsa er et globalt minimum.






f(x) = e

STRONG SUSTAINABLE GROWTH

(0, 1)

Figur 5.1: Eksponentiell vekst.
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5.1 Eksponentialfunksjonen

» Eksempel 5.1 — motiverende eksempel , renteformelen , drlig kreditering

Anta at vi setter K(0) NOK i banken, dvs. innskudd K(0), ved ar 0.
Anta videre at renten er r og at renten krediteres én gang i aret, ved arets slutt.

Finn et uttrykk for hvor mye kapitalen K (n) er etter n ar.

Lgsning:

0) Kapital etter O ar:  ( kun innskudd )

K(0) (5.1)

1) Kapital etter 1 ar:

K(0)r
K(1) = K(0) + fents (5.2)
— K(0)+K(0)r = K(0)(1+r) =K(0)(1+7)’' (5.3)

2) Kapital etter 2 ar:

K()r
K(2) = K(1) +fente (5.4)
=K(1)+K()r=K(1)(1+r) =K(0)(1+r)(1+r) =K(0)(1 +r)2 (5.5)

Figur 5.2: Rente.
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3) Kapital etter 3 ar:
K(22)r
K(3) = K(2) +rente (5.6)
2 3
=KQ2)+KQ2)r=KQ2)(1+r) =K(0)(1+r)*(1+r) =K(0)(1+7) (5.7
n) Kapital etter n ar: !
K(n)=K(0)(1+r)" (5.8)
Lign.(5.8) kalles ofte renteformelen”:
K(n)=K(0)(1+r)" 5.9
hvor
K(n) = kapitalen etter n ar (eller n terminer) (5.10)
K(0) = startkapital, dvs. kapital etter O ar (eller O terminer): naverdi (5.11)
r= {'ﬁ = rente med p % per termin (5.12)
n = antall ar (eller antall terminer) (5.13)

IFor 4 vise dette m& man bruke induksjon, men detaljene rundt dette tar vi ikke med her.
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Alternativ: ( alternativ mate a skrive renteformelen i lign.(5.9) pa )

Faktoren 1+ r i lign.(5.9) kalles vekstfaktoren. Hvis vi setter

a=1+r (5.14)

sa kan vi skrive lign.(5.9) pa en mer kompakt form:

K(n) = K(0)a" (5.15)

a = 1 + r = vekstfaktor (5.16)

n = antall ar 5.17)
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m Eksempel 5.2 — renteformelen , kontinuerlig kreditering

Dersom banken krediterer innskuddet kontinuerlig,
dvs. etter en vilkarlig tid # hvor ¢ er et reelt tall 1 € R,
hva blir da kapitalen K(7)?

Lgsning:

Generalisering fra renteformelen i lign.(5.9) rett frem:

K(t)=K(0)d (5.18)
hvor
a = 1+ r = vekstfaktor (5.19)
t = antall ar, hvort € R (5.20)
n

i) Funksjonen K (¢) kalles "eksponentialfunksjonen” med grunntall a og eksponent 7. 2

Definisjon 5.1.1 Definisjon: ( eksponentialfunksjon )

Eksponentialfunksjon f(x) er definert ved:

£ = (5.21)

hvor x = eksponent, x € R, a = grunntall og a > 0.

2Siden funksjonen modellerer eksponentiell vekst kalles grunntallet ogsa gjerne for vekstfaktoren. Andre eksempel
pa eksponentiell vekst er befolkningsvekst, utbredelse av virus og kjernereakasjoner.
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s Eksempel 5.3 — eksponentialfunksjon

Plott eksponentialfunksjonene for —2 < x < 2:

flx)=2" (a=2) (5.22)
g(x)=3* (a=3) (5.23)
L@sning:

Lag fgrst en verditabell.
Deretter kan vi tegne funksjonene i et koordinatsystem:

g(x) =3" f(x) — ¥

Figur 5.3: Eksponentialfunksjonene f(x) = 2" og g(x) = 3*.
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s Eksempel 5.4 — eksponentialfunksjon vs kvadratisk funksjon
Plott funksjonene for —8 < x < 8:
flx)=2* (eksponentialfunksjon) (5.24)
g(x)=x’ (2. gradsfunksjon ) (5.25)

L@sning:

Lag fgrst en verditabell.
Deretter kan vi tegne funksjonene i et koordinatsystem:

50 gx) =2 flx)=x
40
30
20

10

Figur 5.4: Eksponentialfunksjoenen f(x) = 2* og 2. gradsfunksjonen g(x) = x2.
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5.2 Tallet ¢, Eulers tall

= Eksempel 5.5 — renteformelen , drlig kreditering , motiverende eksempel

Anta at vi setter K(0) = 1 NOK i banken, dvs. innskudd pa 1 krone.
For enkelhets skyld, la oss anta videre at renten er r = 1?%0% =1 og at renten
krediteres m ganger i aret, og da slik at renten justeres til »/m for hver av de m periodene,

se figur 5.5.

Hvor mye kapital K, (1) har vi etter ett &r dersom renten krediteres m ganger i Igpet av aret?

Hva blir kapitalen K.(1) i grensen nar m — oo?

Foto: Lasse Tomren

Renten krediteres m gangeri aret:

r/m r/m r/m r/m r/m

1 2 3 4 m

Figur 5.5: Rente.
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i) Renteformelen i lign.(5.8) sier at dersom man setter inn K(0) i banken ved starten av

ar 1 sa vil kapitalen etter ¢ &r vokse til:

Ki(1)=K(0)(1+7r)' =1-(1+1)' NOK =2 NOK

ii) Dersom renten krediteres m = 2 ganger i aret sa blir renten halvert for hver periode,
dvs. r/2 =1/2 siden r = 1. Kapitalen K>(1) vokser da til:

k(1) :1((0)(1+1)2 :1-<1+%)2NOK:2.25 NOK

2

iii) Dersom renten krediteres m = 3 ganger i aret sa blir renten justeres for hver periode,

til r/3 =1/3 siden r = 1. Kapitalen K3(1) vokser da til:

13 1y3
Ks(1)=K(©0)(1+7) :1-<1+§) NOK =2.37 NOK

3

iv) Dersom renten krediteres m = 4 ganger i aret s blir renten justeres for hver periode,

til r/4 = 1/4 siden r = 1. Kapitalen K4 (1) vokser da til:

Ka(1) :K(O)(1+1)4 —1. (1+%)4 NOK = 2.44 NOK

4

v) Dersom renten krediteres m ganger i aret sa blir renten justeres for hver periode,

til /m = 1/m siden r = 1. Kapitalen K,,(1) vokser da til:

m

Kon(1) :K(O)(l+%)m :1.<1+%) NOK

vi) I grensen nar m — oo blir dette eksponentialfunkjonen:

1\m
K..(t) = K(0) lim (1+%) —2.718281828..NOK

m—yoo
—_————
lign.(5.33)
="e
hvor
1\m
e = lim (1+—) — 2.718281828...
m—soo m —

Eulers tall e

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)
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Setning 5.2.1 — Eulers tall e

Eulers tall e kan bestemmes av en grenseverdi. Denne grenseverdien er:

] X
lim <1+> =e (5.33)
X

X—ro0

hvor e =2.718281828459045 ....

2.7 1828 1828 4590 45...

Figur 5.6: Funksjonen f(x) = (1 + l)x.

X
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5.2.1 Eksponentialfunksjonen f(x) = ¢*

NB!
——
Definisjon 5.2.1 — eksponentialfunksjon m/grunntall ¢

Eksponentialfunksjon f(x) med grunntall e er definert ved:
flx)=¢" (5.34)

hvor x = eksponent, x € R og grunntall e = 2.7 1828 1828459045 ....

La oss illustrere noen av egenskapene til eksponentialfunksjonen f(x) ved & plotte den sammen
med andre eksponentialfunksjoner.
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m Eksempel 5.6 — eksponentialfunksjon

Plott eksponentialfunksjonene

fl)=2" (a=2)

g(x)=3" (@=3)

L@sning:

Lag fgrst en verditabell. Deretter kan vi tegne funksjonene i et koordinatsystem:

g(x) =3 fx)=2"

Figur 5.7: Eksponentialfunksjonene f(x) = 2%, og g(x) =3~

(5.35)

(5.36)

(5.37)
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m Eksempel 5.7 — eksponentialfunksjon
Plott eksponentialfunksjonen:
flx)=2"" (a=2) (5.38)
(a=e=2.718281828459045...) (5.39)
glx)=37" (a=3) (5.40)
L@sning:

Lag fgrst en verditabell. Deretter kan vi tegne funksjonene i et koordinatsystem:

fle) =2 Yy
glx) =3
4
3
2
1
X
2 -l 0 1 2 3 4

Figur 5.8: Eksponentialfunksjonene f(x) =27, og g(x)=37""
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5.2.2 Regneregler for ¢*

Siden eksponentialfunksjonen f(x) = " er bare et spesieltilfelle av potensfunksjonen g(x) = a,
med a = e =2.718281828459045 ... sa gjelder samme potensregler som ble presentert pa side 49:
(a—e)

Setning 5.2.2 — regneregler for ¢*
Lax,y€eRoge=2.718281828459045....
Da gjelder:
el = (5.41)
1
e =— (5.42)
&
e* . .
E eV = & (5.43)
e
() =e¥ (5.44)
(ee)x — & = eZX (5.45)
X X
<e> —° = (5.46)
e er
og i tillegg:
A =1 5.47)

el =e (5.48)
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5.2.3 Deriverte av ¢*

Denne definisjonen i lign.(5.34), dvs.
flx)=¢' (5.49)

er motivert ut fra at faktoren foran eksp.-funksjonen til den deriverte er 1:

Vi bare oppgir her at: 3
d
flx)=2* = Z(x) = 0.6931-2* (5.50)
x
d
g(x) = 2.5% - Z(x) — 0.9163-2.5" (5.51)
x
dh
h(x) =2.7* = d(x) = 0.9933-2.7¢ (5.52)
x
| ; di(x) .
i(x) =(2.7182818....)" = yralie 1.0000....-(2.7182818....) (5.53)
X
di
j) =3 = JX) | gos6- 3" (5.54)
dx
Dette er sa viktig at vi formulerer det i en egen setning.
NB!
) . /_/%
Setning 5.2.3 — eksponentialfunksjon m/grunntall ¢
Eksponentialfunksjon f(x) = ¢* er lik sin egen deriverte:
df :
{1 ix) = (5.55)
hvor x = eksponent, x € R og grunntall e = 2.7 1828 1828459045 ....

3Man an vise lign.(5.50)-(5.54) via definisjonen av den deriverte, men detaljene skal vi ikke g4 inn p4 her.
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m Eksempel 5.8 — eksponentialfunksjon / derivasjon

Gitt funksjonen:
fla) =2
Finn %ix)

Her bruker man kjerneregelen som vi laerte om pa side 228, lign.(4.136):

(u=3x-2)

kjerneregelen

kjerneregelen

(5.56)

5.57)

(5.58)

(5.59)

(5.60)

(5.61)
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= Eksempel 5.9 — eksponentialfunksjon , derivasjon *

La p veare prisen 0.5 liter ananasbrus.
La oss se pa en avgrenset tidsperiode, f.eks. en dag. Anta at sammenhengen mellom etterspgrsel x
av brus og prisen p, for en gitt dag, er:

x(p) =xpe P (5.62)

hvor > a = 0.08 1/NOK og x; = 10000 halvlitere. Anta videre, for en gitt dag, at sammenhengen
mellom total kostnad TK(p) og pris p er:

TK(p) = cx(p) (5.63)

hvor ¢ =2 NOK er gjennomsnittkostanden per produsert brus for Oskar Sylte.

Figur 5.9: Ananasbrus.

4Tema hentet fra blant annet BOK105 Finansregnskap 1.
SEksponenten ap i en eksponentialfunksjon méi vare dimensjonslgs. Dermed ma koeffisienten a ha dimensjon
1/NOK siden prisen p har dimensjon NOK.
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a) Finn et uttrykk for totalt resultat TR(p), T1(x) og TK(x) sfa. prisen p.

b) Plott TR(p), TI(p) og TK(p) sfa. prisen p i intervallet 0 < p <301 en og samme figur.

¢) Hvilken pris bgr settes pa brusen for & maksimere total inntekt TI(p)?
Hva er inntekten T1(p) da?

d) Hyvilken pris bgr settes pa brusen for & maksimere totalt resultat TR(p)?
Hva er resultatet TR(p) da?

e) Kommenter resultatet i oppgave ¢ og d.
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a) Totalt resultat TR(p) sfa. prisen p:
TR(p)=TI(p)—TK(p) totalt resultat (5.64)
= px(p) — cx(p) (5.65)
=x(p)(p—c) faktorisering (5.66)
=xpe P (p — c) (5.67)
Totalt resultat 71(p) sfa p:  ( bruker lign.(5.62)) som er oppgitt i oppgaven )
T1(p) = px(p) = pxoe ™ (5.68)
Totalt resultat TK(p) sfa p:  ( bruker lign.(5.62)) som er oppgitt i oppgaven )
TK(p) =cx(p) =cxpe (5.69)



268 Kapittel 5. Eksponential- og logaritmefunksjoner

b) Plotter TR(p), TI(p) og TK(p) i intervallet 0 < p < 30:

50000

40000 Ti(p) = p x, €2
30000 \

20000 TR(p) =x,e?P(p —c)

10000

\\‘ﬂ= C X, €2P

" 10 ' 4F 20 w P
| S e

-20000 p=125

Figur 5.10: Funksjonene TR(p), TI(p) og 7K (p) sfa. prisen p.
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¢) Inntekten er maksimal nar stigningstallet er er null: ¢
maksimuminntekt 7 Iy.x (5.70)
4
stigningstallet til 7/(p) er lik null (5.71)
0
TI
arip) _, (5.72)
dp
0
d 1
Z A poxqe P ) =0 - — 5.73
i <p sge > [ (5.73)
)
1277 + p-e#P(—a) =0 /-e"p (5.74)
)
1 +p(—a)=0 (5.75)
0
1
—a)= -1 /- 5.76
p(—a) —a) (5.76)
)
1
p=- (5.77)
a
0
1
= ——NOK =12.5 NOK 5.78
P=0.08 ©-78)
Inntekten blir stgrst dersom brusen prises til 12.5 NOK.
Den totale inntekten 71(p) = px(p) per dag blir da:
TI1(12.5) =12.5-10000¢ %9125 NOK = 45985 NOK (5.79)

SFor 4 vise at man har et maksimum kan man f.eks. gjennomfgre 2. derivasjonstesten. Vi hopper over det her. Ut fra

figur 5.10 ser vi at det dreier seg om et maksimum og ikke et minimum.
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d) Resultatet er maksimalt ndr stigningstallet er er null: 7

maksimumresultat 7T Rp.x

¥
stigningstallet til 7R(p) er lik null

v

dTR(p)

=0
dp

i
di)(xoe“p(l?—c)>:0 /xlo

produkt u-v

$(crge)

produkt u-v

)
S P(—a)(p—c)+eP =0 /-e“”
)

(—a)(p-xo—TKo)+1=0

=

1
= ——+2) NOK = 14.5 NOK
p (0.08+ >NO 5 NO

Det totale resultatet per dag blir da:  ( bruker lign.(5.66) )

TR(14.5) Rt X0 ef‘”’(p - c)

- 10000e*°~08'14~5(14.5 _ 2) NOK = 39186 NOK

(5.80)

(5.81)

(5.82)

(5.83)

(5.84)

(5.85)

(5.86)

(5.87)

(5.88)

(5.89)

(5.90)

(5.91)

7For 4 vise at man har et maksimum kan man f.eks. gjennomfgre 2. derivasjonstesten. Vi hopper over det her. Ut fra

figur 5.10 ser vi at det dreier seg om et maksimum og ikke et minimum.
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e) Resultatet fra oppgave ¢ og d viser at:

maksimum inntekt er ikke sammenfallende med maksimum resultat (5.92)
p = 12.5 NOK p = 145 NOK

k) Konklusjon:

minimum enhetskostnad er ikke sammenfallende med maksimum resultat (5.93) ‘
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5.3 Logaritmer

Logaritmer er inverse funksjoner til eksponentialfunksjoner.

5.3.1 Definisjon

La oss bruke kalkulatoren til & regne ut fglgende eksponenter:

10° =1
100-3010 _ »
1004770 _ 3
1006021 _ 4
100699 _ 5

(5.94)

(5.95)

(5.96)

(5.97)

(5.98)

Av disse kalkulatorberegningene ser vi at f.eks. 0.4770 er det tallet vi méa opphgye 10 i, for a fa
tallet 3. Tallet 0.4770 kalles logaritmen til 3. Dette tallet 0.4770 har fatt en egen notasjon, nemlig

log(3) = 0.4770. Tilsvarende:

1003010 _ 1olog2 — o =  log2=0.3010
1004770 — 1plog3 — 3 =  log3=0.4770
100-6021 _ jolog4 — 4 = log4 = 0.6021

1006990 _ 10log5 — 5 = log5=0.6990

(5.99)

(5.100)

(5.101)

(5.102)

(5.103)
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Definisjon 5.3.1 — logaritmen m/10 som grunntaill ¢

Logaritmen til et tall x er den eksponenten vi ma opphgye 10 i for a fa x:

10108 — x (5.104)

altsa log(x) = logaritmen = det tallet vi ma opphgye 10 i for & fa x.

-~
NB!

%Kalles ogsa den Briggske logaritme.

k) Utfralign.(5.104) ser man at log x er den inverse funksjonen av 10".
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La oss bruke kalkulatoren til & regne ut fglgende eksponenter:

L =1 (5.105)
06931 _ o (5.106)
£1:0986 _ 3 (5.107)
013863 _ 4 (5.108)
16094 _ 5 (5.109)

Av disse kalkulatorberegningene ser vi at f.eks. 1.0986 er det tallet vi ma opphgye Eulers tall e i,
for a fa tallet 3. Tallet 1.0986 kalles den naturlige logaritmen til 3. Dette tallet 1.0986 har fatt en
egen notasjon, nemlig In(3) = 1.0986. Tilsvarende:

=l =1 = Inl=0 (5.110)
V0B = N2 =9 =  In2=0.6931 (5.111)
e 00 — pln3 — 3 = In3=1.0986 (5.112)
o380 — gt — ¢4 =  In4=1.3863 (5.113)

16094 _ Jn5 _ 5 = In5 = 1.6094 (5.114)
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Definisjon 5.3.2 — logaritmen m/¢ som grunntall

Logaritmen til et tall x er den eksponenten vi ma opphgye Eulers tall e i for & fa x:

M = x (5.115)

altsa In(x) = den naturlige logaritmen = det tallet vi ma opphgye e i for a fa x.

NB!

k) Utfralign.(5.115) ser man at Inx er den inverse funksjonen av e*.
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5.3.2 Regneregler

Ved a bruke definisjonen av den naturlige logaritmen sammen med regnereglene for potenser fra
side 49 sa innser man:

n2+n3 _ Jn2,n3 _ 5 3 _ g _ 6 _ eln(2‘3) (5.116)

= In(2-3)=1In2+In3 (5.117)

n2=In3 _ in2,—In3 _ % _ eln(%) (5.118)
2

= ln<3> =In2—1n3 (5.119)

M) — 93 2)3 = (€1n2)3 — (m2)3 lign.(1222). 3.1n2 (5.120)

= In2°=3-In2 (5.121)

Dette er regneregler for logaritmen som er svert viktige og som vi skal bruke mye i gvinger.



5.3 Logaritmer

277

La oss skrive de mer generelt:

Setning 5.3.1 — regneregler for In-funksjoner

La a og b vere positive reelle tall, dvs. a,b > 0.
Da gjelder:

In(ab)=1Ina + Inb (5.122)
In (Z)— Ina — Inb (5.123)
In(a”)= pIna (5.124)
Setning 5.3.2 — regneregler for In-funksjoner
For logaritmefunksjonen In(x) gjelder:
Inl1=0 (5.125)
Ine= 1 (5.126)
Ine'= x (5.127)
M=x , x>0 (5.128)
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Akkurat de samme regnereglene gjelder for dersom man har grunntall 10 istedet for Eulers tall e.
Begrunnelsen er helt analog som for tilfellet pa forrige side. Derfor skriver vi bare opp reglene:

Setning 5.3.3 — regneregler for log-funksjoner

La a og b vare positive reelle tall, dvs. a,b > 0.
Da gjelder:

log(ab)=loga+logb (5.129)
a

log <b>:logalogb (5.130)
log(a”)=p loga (5.131)

Setning 5.3.4 — regneregler for log-funksjoner

For logaritmefunksjonen log(x) gjelder:

logl =0 (5.132)
log10 =1 (5.133)
log10* = x (5.134)
102" =x | x>0 (5.135)

i) Det finnes ingen enkle regler for log(a + b) eller log(a — b).

k) logx er bare definert for positive verdier av x.
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s Eksempel 5.10 — In-funksjon

Plott funksjonen

f(x) =1Inx (5.136)

Lgsning:

Ved a lage verditabell og deretter plotte finner man fglgende graf:

f(x) = Inx

._
[\
w
N
o))

Figur 5.11: Logaritmefunksjonen f(x) = In.x.

i) Egenskaper til In-funksjonen: ( f(x) =Inx)

Definisjonsmengde til f(x): Dy = (0,00)

Verdimengde til f(x): Vy = (—oo,c0)

Inx er strengt voksende i hele Dy

Grafen skjerer x-aksenix = 1sidenInl =0

1imx—>°°f(x) =co og lim o+ f<x> =
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m Eksempel 5.11 — logaritme , BOK300 Finansiell- og pkonomisk styring
Kapitalen Ky plasseres i Sparebank 1 SMN ved ar null.

Renten er r = 6%, dvs. r = % =0.06.

Hvor lang tid tar det fgr kapitalen fordobles?

SpareBank 4

Figur 5.12: Kapitalen K i bank.
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L@sning:

La n vaere den tiden det tar fgr kapitalen K, fordobles til K,, = 2Kj.

Nar man skal regne pa rente med rentesrente slik som i denne oppgaven sa brukes renteformelen.
Renteformelen skal vi leere mer om i kapittel 6. Her, i denne oppgaven, skal vi bare ta formelen for
gitt. Oppgaven bestar i a finne n.

Anta at det tar n ar fgr kapitalen dobles, dvs. K, = 2Kj. Dermed:

K, =Ko(1+r)" renteformelen (5.137)
)
2Ky = Ko(1+7)" (5.138)
)
1
2Ky = Ko(1 + )" /,7 (5.139)
Ko
)
2
e} =(1+r) kansellering (5.140)
ko
T
2=(1+4r)" ta In (eller log) pa hver side av ligningen
(5.141)
)
In2=1In(1+4r)" bruker regneregel i lign.(5.124)  (5.142)
)
1
In2 = nln(l / N 14
n2=nln(14r) In(157) (5.143)
)
In2
ln(lni—kr) =n Igser mhp. x alene (5.144)
)
In2 In2
n=—2s ___ 1 ~11.9 (5.145)

In(14+r) In(14+0.06)

Kapitalen dobles etter 12 ar med 6 % rente.
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5.4 Deriverte av Inx

Setning 5.4.1 — deriverte av Inx

Den deriverte av f(x) = Inx er:

d 1
f) 1 (5.146)
dx X
Bevis. Fra definisjonen av lign.(5.115) har vi at:
eln(x) —x (5.147)

La oss derivere denne ligningen.
Den deriverte av hgyre side av lign.(5.147) er 1. Vi deriver venstre side via kjerneregelen med
kjernen u(x) = Inx:

d /N d .
d&_t—)’ dx (Inx) =1 kjerneregelen (5.148)
)
eu%(lnx) =1 /eiu (5.149)
)
%(lnx) = el = elix = % (5.150)
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m Eksempel 5.12 — eksponentialfunksjon , derivasjon

Gitt funksjonen:
f(x)=x—In(x*+1) (5.151)
Finn f(x).

Her bruker man kjerneregelen som vi leerte om pa side 228, lign.(4.136): (u = ¥ +1)

d
flx)= Zix) deriverer (5.152)
d 2 o .
=5 In(x"+1) Leibniz’ notasjon (5.153)
X
lign.(4.136) 1 — ;<lnu> % kjerneregelen (5.154)
u by
d d( , .
=1 - T Inu T x 41 kjerneregelen (5.155)
=1 :Ex
1
=1- -2 (5.156)
u
2
—1 - -2 (5.157)

x2+1
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m Eksempel 5.13 — logaritme , derivasjon , lokale ekstremalpunki

Gitt funksjonen:
== 5.158
fo) = o (5.158)
hvor Dy = (0,1) U(1,00) fordi In1=0. (Husk: deter ikke lov a dele pa 0).
a) Regnut f'(x).
b) Tegn grafen f(x) og marker pa figuren nér f'(x) > 0, f/(x) <0 og f'(x) =0
via et fortegnsskjema.
c) Marker pa figuren ekstremalpunktet til f(x). Er det lokalt eller globalt?
d) Marker asymptoten til f(x) pa figuren.
L@sning:
a) Deriverte: ( derivasjon av en brgk, se lign.(??) )
d
flix)= o < ﬁ > deriverer (5.159)
d (u .
=— - derivasjon av en brgk (5.160)
dx\ v
. 1
lign.(2) UV - uv derivasjon av en brgk (5.161)
v
B l-lnx—x-% (5.162)
~ (Inx)? )
Inx—1
_ oY (5.163)

(Inx)?
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b, ¢ og d): Plott av figuren, markering av fortegnet til f’(x) og lokale ekstremalpunkt:

6_
f’(x) =0 <=> stigningstallet=0
f(x) har en asymptote
ved x=1. ‘ f(x)
T~
2_
Lokalt minimum
D T T T T T T 1 x
2 3 ) 5 f 7 a8
_2_
47
01 e
> X
Ihx-1 [-1---@
(Inx)>?
Px) fof--G——
Fx)<0 (x) > 0
negativ positiv

Figur 5.13: Funksjonen f(x) = 7= og tilhgrende fortegnsskjema for f’(x).

" Inx



