Hegskolen i Molde

Vitenskapelig hagskole i logistikk

4. Derivasjon

Oving 3: Oppgaver
“MATI100 Matematikk”, 2020

versjon 01

Utlevering:
— Mandag 21. sep. kl. 12:00.
— Skriv ut oppgavene pa papir, i farger, og ta med pa gvingsdagen.

Innlevering:
— senest mandag 19. okt. kl. 12:00
— dvs. man har 4 uker pa a gjgre oppgavene
— vi anbefaler at man prgver a bli ferdig etter 2 uker, siden ny gving kommer da

FORarbeid:
— Se videoene for uke 5
— Les kompendiet.
— Se eksempel videoer

e ETTERarbeid:
— Ga gjennom Igsning 3 som legges ut fredag 16. okt. k1. 12:00.
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Kapittel 4. Derivasjon

Problem 4.6 — Derivasjon - mix 1

a) Deriver funksjonene:
i) flx)=x*—2

i) f(x) = (2 —20)*

iii)  f(x) = Txv/x

1
iv) flx) = Vx +%
b) Deriver funksjonene:
3 2
x”+3x 41
i) flx)= 32

4.1)

4.2)

4.3)

4.4)

4.5)

(4.6)

4.7)

(4.8)



Problem 4.7 — Derivasjon - mix 2

a) Deriver funksjonene:
1-x\°
) s =(57)
. 1
i) 0= 1

i) f(x) = x*

iv) glq) = (¢°)?

b) Deriver funksjonene:
i) h(y) =y 0
i)  f(x) = gx)+h(x)

iii)  f(x) = g(x)h(x)

) Deriver funksjonene:
) )= —x)(5x* +2%)

i) g(p)=7(p—2)>+h(p)

i) ) = <
) = 5

4.9)

(4.10)

4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)
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Problem 4.8 — Derivasjon mix 3

a)  Deriver funksjonene:
i) glp)=p"+b (4.20)
i) h(x)=f(x?) (4.21)
iii) (iq)::ZOq——4q(25——g> (4.22)
iv)  flx)= () (4.23)

b)  Finn den 2. deriverte dersom vi vet:
i) flx)=x (4.24)
i) f(x)=11x83 (4.25)
iii) c(x)=2x+1 (4.20)
i) fx) =xg(x) (4.27)

¢)  Deriver funksjonene:
i) F(x)=1000(1+0.06x)3? (4.28)
i) fx)=x%° (4.29)
i) f(x)=—x03 (4.30)

i) f(x)= )—IC (4.31)



Problem 4.9 — Oppgave 5 Eksamen 18. des. 2014 - hjgrnepunkisigsningen

Varme- og belysningsprodusenten Glamox produserer to typer varmeovner for offshore og
maritim industri. I den sammenheng defineres fglgende beslutningsvariabler:

x; = antall produserte varmeovner av type 1 per dag
xp = antall produserte varmeovner av type 2 per dag

Inntekten til Glamox ved salg av slike varmeovner er da gitt ved inntektsfunksjonen:

i(X1,X2) = 1200x; + 1750x; (4.32)

Denne inntektsfunksjonen er gitt i norske kroner (NOK).
Glamox gnsker 4 maksimere denne inntekten.

Figure 4.1: Glamox heating.
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Avdelingen til Glamox som kun driver med produksjon av disse varmeovnene har begrenset
med ressurser. Per dag har de 75 timer disponibelt til produksjon av komponenter, 160
timer til montering og kun 30 timer til pakking. Disse restriksjonene kan man angi som
line®re kombinasjoner av beslutningsvariablene:

3x1+3x; < 75 (produksjon av komponenter)
restriksjoner : 4x1+8x; < 160 (montering) (4.33)

xi+x <30 (pakking)

I tillegg til dette ma selvsagt ogsa beslutningsvariablene vare positive, dvs. x; > 0 og
X2 2 0.

a) Hva er prisen pa en ovn av type 1? Og type 2?
Hvor lang tid brukes pa 4 pakke en ovn av type 1? Og type 2? !

b) Gjgr om ulikhetene 1 lign.(4.33) til likheter og vis at restriksjonene kan skrives

Xz(xl) = 25*)61 (4-34)
1

x(x;) = 20—§x1 (4.35)

(4.36)

hvor x, er en funksjon av x;.

'T denne oppgaven skal du ikke regne deg frem til svaret. Bare skriv svaret rett ned.
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d)

)

I vedlegget bakerst i denne gvingen finner du tre verditabeller og et koordinatsys-
tem.

Fyll ut verditabellene og plott lign.(4.34), (4.35) og (4.36) i dette koordinatsystemet.
2

Skraver det omradet i figuren som tilfredsstiller alle restriksjonene.

Vil "pakking" vere en begrensende ressurs for noen mulige kombinasjoner av x|
og x37?

Inntekten i lign.(4.32) skal maksimeres under restriksjonene beskrevet av lign.(4.33).
Dette er et LP optimaliseringsproblem som kan lgses grafisk.
1) Indiker alle hjgrnelpsninger pa figuren fra oppgave d).

ii) Les av alle hjgrnelgsninger > fra grafen og regn ut tilhgrende inntekt
i(x1,x2).

iii) Hvilken kombinasjon av x; og x; gir maksimal inntekt i(xj,x,)?

2Husk at vedlegget skal legges ved i din innlevering.
Husk ogsa a skrive inn ditt studentnummer pa vedlegget.
3Dvs. les av koordinatene (x1,x,) for alle hjgrnelgsningene.
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Problem 4.10 — Globale og lokale ekstremalpunkt

a) Vi har to typer ekstremalpunkt. Hvilke?

b) Figur 4.2 viser en funksjon som har definisjonsmengde D, = [0.1,1.1].
Marker ekstremalpunktene pa figuren. *

T\ f(x) ]

N——

Figure 4.2: Globale og lokale ekstremalpunkter.

“Du kan tegne av figuren i besvarelsen din.
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Problem 4.11 — Lokale ekstremalpunkt

Setning 4.0.1 — 1. derivasjonstesten, lokalt ekstremalpunkt

Anta at f(x) er en kontinuerlig, dvs. sammenhengende, funksjon.

=0 (4.37)

lokalt ekstremalpunkt x =¢c =

1. derivasjonstesten er en ngdvendig kriterium for lokale ekstremalpunkt.

a) Sier 1. derivasjonstesten noe om lokale eller globale ekstremalpunkter?
Eller begge deler?

b) Gi en geometrisk tolkning av 1. derivasjonstesten.

) Hva bruker vi 1. derivasjonstesten til?
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1. derivasjonstesten
o\

e ~N

df(c)
d

X
representere et lokalt ekstremalpunkt.

Kriteriet

=0 er et ngdvendig, men ikke tilstrekkelig kriterium for at x = ¢ skal

Eksempel:

For funksjonen f(x) = $(x—1)3+ 1 sder d;—g:) =0forx=0.

Likevel ser vi av figur 4.3 at x = 0 hverken representerer et lokalt minimumpunkt eller
maksimumpunkt.

Y flx)=3x—1)3+1

N —

— N W Ak~ W

Figure 4.3: Funksjonen f(x) = 3(x—1)> + 1.

2. der. testen

. /_A_\ o
Vi trenger derfor en ekstra test for & finne ut:

i) om x = c faktisk er et lokalt ekstremalpunkt eller ei

i) om x = c er et lokalt maksimum eller lokalt minimum

Denne ekstra testen heter 2. derivasjonstesten:
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Setning 4.0.2 — 2. derivasjonstesten, lokalr ekstremalpunki

Anta at f(x) er en kontinuerlig, dvs. sammenhengende, funksjon.

dflc d?f(c
lokalt maksimumx=c¢ <& f(0) =0 og f(e) <0 (negativ)
dx dx?
(4.38)
d d?
lokalt minimumx=c¢ < f(e) =0 og f(e) >0 (positiv)
dx dx?
(4.39)

d) Gi en geometrisk tolkning av 2. derivasjonstesten.
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Problem 4.12 — Vendepunkt

La oss igjen se pa funksjonen

flx) = l(x— 13 +1 (4.40)

y fx)=3x-1)3+1

D=

—_— N W B W

\ X
1 1 \2 3
(1
2

(xvy) = (17 1)

Figure 4.4: Funksjonen f(x) = %(x— 134 1.

a) Finn kandidatene for de lokale ekstremalpunktene til f(x) ved hjelp av 1. derivasjons-
testen.

b)  Erpunktet (x,y) = (1,1) et lokalt ekstremalpunkt?
Begrunn svaret ved regning.
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Problem 4.13 — Lokale ekstremalpunkt ved regning |

La oss se pa fglgende 3. gradsfunksjon:

f(x) =8x+81x> —42x— 8 (4.41)

Funksjonen er plottet i figur 4.5:

f(x) “

Figure 4.5: f(x) = 8x° +81x> —42x — 8.

Vi gnsker a regne ut de lokale ekstremalpunktene ved hjelp av 1. og 2. derivasjonstesten.
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b)

df(x)

dx -

Regn ut

Via ABC-formelen kan man kan vise at f’(x) fra oppgave a) kan faktoriseres pa
fglgende mate: 3

f(x) =24x% +162x — 42 = 6(4x — 1)(x +7) (4.42)

TV
faktorisert form

Finn alle kandidatene til lokale ekstremalpunkter til f(x)
via 1. derivasjonstesten. ©

Finn de lokale maksimum- og minimumpunktene via 2. derivasjonstesten.

>Du skal ikke bevise lign.(4.42). Bare ta den for gitt.
®Nar du skal finne punkter sd ma du angi bade en x-koordinat og en y-koordinat, dvs. angi (x,y).
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Problem 4.14 — Lokale ekstremalpunkt ved regning Il

La oss se pa fglgende 5. gradsfunksjon:

f(x) =3x> —45x> 4100 (4.43)

800

f(x) =3x> —45x> 4+ 100
600
400

200

—200

—400

—600

Figure 4.6: Funksjonen f(x) = 3x° — 45x% + 100.
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a) Regn ut %ﬁcx).
b) Finn alle kandidatene til lokale ekstremalpunkter bestemt av

1. derivasjonstesten. ’

) For kandidatene til lokale ekstremalpunkter fra oppgave b) ovenfor, bruk 2. derivasjons-
testen uten bruk av fortegnsskjema til a finne ut hva slags type lokale ekstremalpunkt
de representerer.

d) Samme oppgave som c), men bruk denne gangen den andre formuleringen av
2. derivasjonstesten og sett opp et fortegnsskjema. °
e) Punktet x = O representerer hverken lokalt maksimum eller lokalt minimum.

Pa tross av det er den forste deriverte lik null for x = 0.

Er det i konflikt med 1. derivasjonstesten?
Begrunn svaret.

"For 4 finne kandidatene til de lokale ekstremalpunktene mé& man finne faktorisere %ix). Husk i den
sammenheng at 135 =15-9.

8Hva slags type, da tenker vi pa om punktene representerer et maksimumpunkt, minimumpunkt eller
ingen av delene. I sistnevnte tilfelle for var funksjon f(x) kalles punktet et vendepunkt”.

Dersom du tar en titt i kompendiet sa ser du at det er to formuleringer av 2. derivasjonstesten.
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Problem 4.15 — Kartellvirksomhet i Colombia pd& 80-tallet

I tidsrommet 1980 - 1995 regjerte narkokartellene i Colombia.

Narkotikaen de solgte var et hvitt melaktig pulver laget av kokaplanten som dessverre store
deler av USA sin yngre befolkning raskt ble avhengig av.

Figure 4.7: Narkotika.
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Narkobaronen Pablo Escobar var den store kongen pa midten av 80-tallet.

He spent $2,500 a
month on rubber
bands used to hold
his money.

Figure 4.8: Pablo Escobar.

Pablo Escobar styrte det sakalte Medellin-kartellet, som i allianse med bl.a. Cali-kartellet
leverte 96 % av det totale narkotikamarkedet i USA pa midten av 80-tallet. Kartellet tjente
pa den tiden grovt sett ca. 100 million dollar per dag i profitt (!).

Figure 4.9: Allianse mellom Medellin-kartellet og Cali-kartellet.
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Som for de fleste kartellallianser varte ikke samarbeidet med Calikartellet. Brgdrene
Gilberto og Miguel Rodriguez Orejuela gikk sammen med Pacho Herrera ut av alliansen
og var i konkurranse med Medellin-kartellet pa slutten av 80-tallet.

Figure 4.10: Cali-kartellet gikk ut av alliansen med Medellin-kartellet.

Markedet 1 USA for hvitt pulver fra Colombia gjennomgikk derfor to faser ila. perioden
1980-1995:

Fase 1: Tidlig 80-tall:

Medellin-kartellet hadde monopol sammen med Cali-kartellet. Begge kartellene tjente da
ekstremt mye penger siden de fikk en "optimal" pris for produktet. 10

Fase 2: Slutten 80-tall:

Medellin-kartellet var i duopol sammen med Cali-kartellet. Begge kartellene tjente da
mindre enn néir de samarbeidet. !

10Et marked hvor det kun er én aktgr.
HEt marked hvor det kun er fo aktgrer.
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Vi skal i denne gruppeoppgaven bruke det vi har leert om a derivere og finne ekstremalpunk-
ter samt gkonomisk teori, for a forsta hvorfor aktgrene gikk vekk fra en lukrativ allianse
og inn 1 en konkurransetilstand hvor begge parter tjente mindre penger.

Kartellene vurderte hvor mange tonn hvitt pulver de skulle smugle til USA hver uke.

Definisjoner:

g1 = antall tonn hvitt pulver smuglet til USA av Medellin-kartellet per uke (4.44)

g» = antall tonn hvitt pulver smuglet til USA av Cali-kartellet per uke (4.45)

O=q1+q (4.46)
= antall tonn hvitt pulver smuglet til USA totalt per uke

71 = ukentlig profitt for Medellin-kartellet (i mill. dollar) 4.47)

m, = ukentlig profitt for Cali-kartellet (i mill. dollar) (4.48)

Antagelser: ( alle pris- og kostnadstall i millioner dollar )

1. Vi antar begge kartellene hadde samme kostnadsfunksjon:

c(q) =30+16g  (kostnaden a smugle ¢ tonn hvitt pulver til USA)
(4.49)

Denne kostnaden innberte alt fra ravarefangst, produksjon, lager og transport
samt fastkostnader som lgnning av ansatte, vapen, bestikkelser, smgring, fester
OSV.

2. Pris-etterspgrsel funksjonen var gitt ved:

p(0Q) =192 —-220 (prisen dersom Q tonn ble smuglet til USA) (4.50)
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Fase 1: ( monopol-allianse, tidlig 80-tall )

Nar kartellene hadde en allianse, opererte de som &n aktgr med monopol pa markedet.
Malet var da a maksimere profitten totalt.

a) Vis at den totale profitten & som alliansen fikk dersom de solgte totalt Q kilo var

gitt ved 2
n(Q) = —220° 41760 — 30 (4.51)
b) Bestem antall tonn hvitt pulver Q* som kartellene matte smugle til USA per uke

for & maksimerte profitten til alliansen.

) Bestem hvor mye alliansen hadde totalt i profitt £* hver uke.

d) Anta kartellene hadde samme kapasitet og smuglet dermed like mye til USA hver
uke. 3

Hvor mye smuglet kartellene hver for seg, dvs. hva var g} og ¢5?

Hvor mye profitt hadde kartellene individuelt per uke, dvs. hva var 7} og 75?

2profitt er lik inntekter minus kostnader. Inntekter er lik pris multiplisert med antall kilo solgt.

3Denne antagelsen er ikke helt rett og tatt med for enkelthetens skyld da Medellin-kartellet hadde langt
stgrre kapasitet enn Cali-kartellet pa denne tiden. I virkeligheten styrte Medellin-kartellet alliansen med hard
hand hvor mye Cali-kartellet fikk levere, som sannsynligvis var svart lavt ift. Medellin-kartellet.
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Fase 2: ( duopol-konkurranse, sent 80-tall )
Mot slutten av 80-tallet begynte DEA (”Drug Enforcement Administration’) og de lokale
myndighetene a presse Pablo Escobar. Medellin-kartellets makt ble svekket.

Cali-kartellet sa da sitt snitt i a bryte alliansen, for dermed a oppna hgyere profitt pa
bekostning av Medellin-kartellet.

Vi skal na begrunne hvordan Cali-kartellet kunne trekke ut mer profitt ved a bryte aliansen.

e) Anta Medellin-kartellet forholder seg til avtalen og produserer g; = 2 tonn hvitt
pulver per uke.

Anta videre at Cali-kartellet i det stille bestemmer seg for a bryte alliansen. De vil
dermed maksimere sin egen profitt.

Vis at profittfunksjonen til Calikartellet er gitt ved

m(q2) = —2245 + 132¢5 — 30 (4.52)

under antagelsen at Medellin-kartellet smugler ¢g; = 2 tonn i uken.

f) Bestem antall tonn ¢5 som Cali-kartellet i det stille vil smugle over grensen for &
maksimere sin egen profitt under antagelsen at Medellin-kartellet smugler g; = 2
tonn i uken.

2) Regn ut prisen i market for den nye situasjonen.
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h)

Bestem hvor mye profitt Medellin- og Cali-kartellet far hver for seg nar Cali-
kartellet fglger sin lumske plan, dvs. bestem 7 og 7.

Hva blir den totale profitten for begge aktgrene og hvor mye stjeler Cali-kartellet
fra Medellin-kartellet hver uke?

Slikt blir det narkokrig av!
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Problem 5.1 — Eksponentialfunksjon VS polynom

a) Funksjoner:
i) flx)=3" (5.1)
i) gx)=x> (5.2)

Hva slags type funksjoner er dette?

b) Plott funksjonene i lign.(5.1) og (5.2). 1

Bruk gjerne GeoGebra.
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Problem 5.2 — Renteformelen - rentes rente - diskret vekst

En stgrrelse som vokser eller avtar med en fast prosent per tidsenhet, vokser eller avtar
eksponentielt.

Vi skiller mellom:

e diskret vekst
— Nar veksten skjer ved bestemte (tellbare) tidspunkt, f.eks. pa slutten av hver
tidsperiode, sa er veksten diskret.

e kontinuerlig vekst
— Nar veksten skjer jevnt hele tiden, sa er veksten kontinuerlig.

Diskret vekst ( 2") Kontinuerlig vekst ( 2*)

Figure 5.1: Diskret vekst og kontinuerlig vekst.
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I kompendiet utledet vi renteformelen:
K(n)=K(0)(14+r)"

hvor

K(n) = kapitalen etter n ar (eller n terminer)

K(0) = startkapital, dvs. kapital etter O ar (eller O terminer): naverdi
_ P

= ——

100

n = antall ar (eller antall terminer)

= rente med p % per termin

a) Hva slags type funksjon er lign.(5.3)?
b) Hva er vekstfaktoren i lign.(5.3)?

c) Du setter inn Ky = 150 000 NOK i starten av et ar.

Anta at renten er 6 %, dvs. r = % =0.06.
0

Hvor mye kapital har du i banken etter 8 &r? 2

SpareBank 4

Figure 5.2: Bank.

2Rund av til nermeste hele krone.

(5.3)

(5.4)
(5.5)

(5.6)
(5.7
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Problem 5.3 — Avskriving - diskret nedgang

En bil koster 50 000 NOK.

Anta at bilens verdi taper seg med 12 % per ar.

a) Hva er vekstfaktoren? 3

b) Hva er bilens verdi etter 5 ar? 4

Her anbefales det at du introduserer en hensiktsmessig notasjon.
Prgv fgrst & skriv ned den relevante formelen med bokstaver. >
Sett sa til slutt inn tallene.

Figure 5.3: Bil.

3Vi kaller det vekstfaktor selv om vi har en funksjon som er avtagende.

“Rund av til nzrmeste hele krone.

SDersom renteformelen i lign.(??) representerer formlelen for diskret vekst, hva tror du da formelen for
diskret nedgang er?
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Problem 5.4 — Derivasjon - eksponential funksjon

a)  Deriver funksjonene:
D) flx)=e" (5.8)
i) flx)=e (5.9)
i) flx) = Fe ™ (5.10)

) flx) = % (5.11)
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Problem 5.5 — Eulers tall

a) Gitt funksjonen

= (12

Regn ut funksjonsverdiene. Bruk 4 desimalers ngyaktighet.

i) £(0.01)
ii) f(1)
iy £(10)

iv)  £(100)

b) Mot hvilket tall konvergerer f(x) nar x — oo?

) Deriver funksjonene:

32

i) F(x)=1000e' "

i) flx)=Ve*

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)
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Problem 5.6 — Markedf@ring - Kahoot Plus

Kahoot er en sosial app hvor man kan lage spgrrekonkurranser online. Kahoot brukes ogsa
mye i skolesammenheng for a gjgre lering artigere for elever og studenter.

Figur 5.6 viser selve grensesnittet for spillet, hvor et spgrsmal dukker opp pa en felles
skjerm som alle spillerne ser. Man svarer via Kahoot-appen pa mobil.

Pa den maten kan svart mange spillere delta pa det samme spillet, f.eks. i et klasserom
eller pa en fest, hvor spgrsmalene vises pa en prosjektgr eller TV.

Which of the animals below is a mammal? Q

Full Screen

Figure 5.4: Kahoot.
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Et av produktene til Kahoot er "Kahoot Plus", som gir muligheten for bedrifter a sette opp

online Kahoot spill med opptil 20 spillere med mange gode fordeler, se figur 5.7.

Anta at markedsavdelingen til Kahoot, har estimert stgrrelsen pa det totale markedet til

Kahoot Plus til 10 millioner potensielle kunder, dvs. laa = 10- 10° kunder.

Kahoot har bestemt seg for a kjgre en kontiunerlig reklamekampanje for a verve nye
brukere av Kahoot Plus.

Fra lignende kampanjer, ekspertuttalelser og spgrreundersgkelser i markedet har et eksternt
analyseselskap kommet frem til fglgende responsfunksjon:

f(t)=0.7(1—e%), t>0

hvor

f(¢) = andel av det totale markedet

e Enjoy all the classic features from the
e Invite team members to your

e Collaborate on games with team

e View advanced reports on game

e Brand your kahoots with your

Sign up today at KAHOOT.COM/PLUS!

som har respondert pa reklamekampanjen etter ¢ dager

free version of Kahoot!

organization’s private, secure area.
members within the organization area.
results.

organization'’s logo.

Figure 5.5: Kahoot Plus.

(5.21)

(5.22)

Anta at Kahoot tjener ip = 20 NOK i gjennomsnitt for hver respons de far fra kampanjen.

Anta videre at kampanjen kostet ¢ = 300000 NOK a produsere og k = 50000 NOK a kjgre

per dag.
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b)

)

d)

Hva er den horisontale asymptoten til f(¢), dvs. hva blir () nar r — oo.
Gi en tolkning av asymptoten.

Hvor stor prosent av markedet har respondert etter 7 dager?

Skriv opp funksjonen for fortjenesten & som Kahoot har fatt etter  dager.
Hva blir profitten etter 7 dager?
Avrund svaret til nermeste heltall.

Skisser grafen for fortjenesten 7(¢). ©

Er det enkelt a lese av tiden hvor fortjenesten er maksimal?

Etter hvor mange dager t* oppnar Kahoot maksimal fortjeneste 7£*?
Finn svaret ved regning og bruk 2. derivasjonstesten til a forsikre deg om at du har
funnet et maksimum. ’

Hva er den maksimale fortjenesten 7% = 7(¢*)?
Avrund svaret til nermeste heltall.

®Husk at D = [0, —). Bruk gjerne Geogebra. Bare tegn av GeoGebra for hand.

"Bruk at Igsning av ligningen

02 _ K 5 (5.23)

i0a0.14 — 2800

er gitt ved r = 31.6.
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Problem 5.7 — In(x) og log(x)

a) Regn ut uten bruk av kalkulator:
i) 100823) (5.24)
i) 10°g(”) (5.25)
jii) 10'g(12:10%) (5.26)

b) Regn ut uten bruk av kalkulator:

) 3 (5.27)
i) ) (5.28)
jii)  ¢n(1210%) (5.29)

Q) Regn ut.
) ey (5.30)
i) 10m%) (5.31)

iii)  elog(1:2:10) (5.32)
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Problem 5.8 — Regneregler

a) Forenkle funksjonene om mulig:

i) f(x)=In <xzex>

b) Regn ut.

i) Inl
ii) Ine
iii) logl10
iv) eloglo
v) 10%e23
(log2.8

Vi)

vii) In10

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)
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Problem 5.9 — Lgse ligninger

a) Lgs ligningene:

4* =550

~.
~—

i) 128 000 =91 000-1.051'
iii) 6e"* =9
iv) 1072 =5

V) e2=5

b) Anta at folketallet i en kommune etter tiden # kan beskrives ved:

f(t) = 1500e 0%

Hvor lang tid vil det tar fgr folketallet har blitt redusert til 12507

) Anta at prisen pa en vare vokser med r % per ar ihht. til funksjonen:

]?(1‘) _ poert/l()()

hvor pg = 895 NOK er prisen ved tidspunktet # = 0.
Anta at etter 5 ar har prisen vokst til 1020 NOK.

Finnr. 8

80ppgi svaret med 1 desimals ngyaktighet.

(5.45)

(5.46)

(5.47)

(5.48)

(5.49)

(5.50)

(5.51)
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Problem 5.10
Definisjon 5.0.1 — logaritmen m/¢ som grunntall

Logaritmen til et tall x er den eksponenten vi ma opphgye Eulers tall e i for a fa

X:
M =x (5.52)
altsa In(x) = den naturlige logaritmen = det tallet vi ma opphgye e i for & fa x.
NB!

a) Bruk definisjonen i lign.(5.52) og vis at:

d 1

— (1 =— 5.53

dx( nx) X ( )

Tips:

Bruk kjerneregelen. Deriver lign.(5.52) pa begge sider.


http://da.wikipedia.org/wiki/Naturlig_logaritme
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Problem 5.11 — Derivasjon av In

a) Deriver funksjonene:

) f(x)=Inx

b) Deriver funksjonene:

i) f(x)=xlnx

ii) f(x)=xIn (xz)

i) f(x) =

(5.54)

(5.55)

(5.56)

(5.57)

(5.58)

(5.59)
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Problem 5.12 — Cobb-Douglas produktfunksjon - Stabburet

I 1928 publiserte Paul Douglas og Charles Cobb en studie om veksten til den amerikanske
gkonomien i perioden 1899 - 1922.

De sa pa en forenklet modell hvor de prgvde a beskrive den totale produksjonen i USA
ved hjelp av to produksjonsfaktorer: °

e Arbeidskraft, som de ga symbolet L (for "Labour").

e Realkapital, som de ga symbolet K.
Realkapital var for eksempel gjenstander som bidro til produksjonen, og som kunne
brukes over lengre tid, for eksempel bygninger, utstyr, maskiner, og lignende. Alt
som ikke var arbeidskraft falt under denne kategorien.

Paul Douglas Charles Cobb
1892 - 1976 1875 - 1949

Figure 5.6: Charles Cobb og Paul Douglas.

“Denne oppgaven har hentet inspirasjon fra kompendiet til Erik Langelo i emnet "S@K200 Mikrgkonomi".
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Funksjonen de brukte for a tilpasse dataene var pa formen:

P =bL%KP (Cobb-Douglas produktfunksjon) (5.60)
hvor
P = den totale produksjonen i antall enheter produsert (5.61)
L = arbeidskraften i antall timer (variabel) (5.62)
K = investert realkapitall i antall 10 000 NOK (variabel) (5.63)
b = produktivitetsfaktoren (parameter) (5.64)
o = produksjonselastisiteten mhp. arbeidskraft (parameter) (5.65)
B = produksjonselastisiteten mhp. kapital (parameter) (5.66)

Produktfunksjonen i lign.(5.60) var en oppsiktsvekkende god tilnermelse til de reelle
dataene Paul Douglas og Charles Cobb hadde i 1928. Funksjonen ble dermed en suksess
og blir derfor mye brukt i bedriftsgkonomien verden rundt.

La oss fgrst prgve a forsta de tre parameterne b, & og 3.

a) Sett L=1o0g K =1 inn i lign.(5.60)
og gi en kort tolkning hva parameteren b star for.

b) Vis at parameteren « er lik produksjonselastisiteten mhp. arbeidskraft,
dvs. vis at: 10

dPL

ark 5.67
ap ¢ (5.67)

) Vis at parameteren f3 er lik produksjonselastisiteten mhp. realkapital invistert,
dvs. vis at:

dPK

yTa B (5.68)

10Begrepet "elastisitet" introduserte vi i gving 12.
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Na som vi har etablert en forstaelse av Cobb-Douglas produkfunksjon, la oss anvende den
pa et reelt case.

Anta at fabrikkene pa Stranda pa Sunnmgre, som produserer hele Norges kjente og kjare
Grandiosa, har estimert fglgende Cobb-Douglas produktfunksjon:

P =bLOKP (5.69)
hvor

b =2 000 (5.70)

a=0.4 (5.71)

B =06 (5.72)

Anta videre at fabrikksjefen ved Stranda har fatt et budsjett pa B = 40 millioner NOK til
produksjonen.

Kostnaden for arbeidskraft er w = 1000 NOK/time og at kostnaden per 10000 investerte
kroner er r = 1000 NOK.

Figure 5.7: Pizza Grandiosa.

d) Forklar kort hva fglgende ligning sier: !!

B=wL+rK ("budsjettligningen") (5.73)

Forklar gjerne hva hvert ledd i lign.(5.73) betyr.
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Hovedmalet til fabrikksjefen er a produsere maksimalt antall pizzaer i aret med det bud-
sjettet han har fatt.

Han leier derfor inn flinke studenter ved Hggskolen i Molde til & bestemme hvor mye
arbeidskraft L og realkapital K han skal bruke for & maksimere antall pizzaer.

Studentene bestemmer seg for fglgende strategi:

1. Bruk budsjettligningen til a uttrykke variableen K som funksjon av L.
2. Sett inn uttrykket for K 1 Cobb-Douglas produktfunksjonen 1 lign.(5.69).

3. TaIn av venstre og hgyre side av Cobb-Douglas produktfunksjonen i lign.(5.69).
Dette gjgr derivasjonen enklere.

4. 1. derivasjonstesten:
Deriver den nye funksjonen mhp. arbeidskraften L og finn alle kandidatene til
lokale ekstremalpunkt.

5. 2. derivasjonstesten:
Bestem eventuelle lokale maksima og minima.

6. Bestem det optimale mengden arbeidskraft L* og bruk budsjettligningen til a finne
tilhgrende optimal realkapital K*.

7. Bestem det optimale antallet pizzaer P* fabrikksjefen kan produsere ila. 1 ar slik
at budsjettet er oppfylt.
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e) Punkt 1 i strategien:
Vis at budsjettligningen gir fglgende sammenheng mellom L og K:

1
K=-(B—wL) ("budsjettligningen" omskrevet) (5.74)
r

1)) Punkt 2 i strategien:
Vis, ved a sette inn lign.(5.74) i produktfunkasjonen, at:

b
P=5L%B- wL)P (5.75)
r

2) Punkt 3 i strategien:
Ta [n av hgyre og venstre side av produktfunksjonen i lign.(5.76) og vis at:

InP=1In (%) +alnL+fBIn(B—wL) (5.76)
r

h) Punkt 4 i strategien:
Finn den deriverte av In P i lign.(5.76) mhp. L og vis at den eneste kandidaten for
ekstremalpunkt er gitt ved:

L'==
wo+p

(5.77)

Regn ut verdien til L*.
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i)

k)

Punkt 5 i strategien:
Vis ved 2. derivasjonstesten at kandidaten funnet i oppgave h) faktisk er et lokalt
maksimumspunkt, dvs. vis at:

d*InP
<0 (5.78)

nar L er som gitt i lign.(5.79).

Punkt 6 1 strategien:
Bruk budsjettligningen til & vise at den tilhgrende optimale realkapitalen K* er gitt
ved:

_B B
T ra+p

K* (5.79)

Regn ut verdien til K*.

Punkt 7 i strategien:
Regn ut maksimalt antall pizzaer P* fabrikksjefen klarer a produsere under det
fastsatte budsjettet.
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