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Kapittel 4

Eksponential- og logaritmefunksjoner

f(x) = e

STRONG SUSTAINABLE G

(0, 1)

Figur 4.1: Eksponentiell vekst.
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4.1 Eksponentialfunksjonen

motiverende

# o . . .
Eksempel: ( renteformelen , arlig kreditering )

Anta at vi setter K (0) NOK i banken, dvs. innskudd K(0), ved ar 0.
Anta videre at renten er r og at renten krediteres én gang i aret, ved arets slutt.

Finn et uttrykk for hvor mye kapitalen K (n) er etter n ar.

Lgsning;:

0) Kapital etter 0 ar:  ( kun innskudd )

K(0) (4.1)
1) Kapital etter 1 ar:
K(0)r
K(1) = K(0) + font (4.2)
= KO)+KO)r = KO)(1+7) = KO)(1+7)" (4.3)

Figur 4.2: Rente.
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2)  Kapital etter 2 ar:

K(1)r
K(2) = K(1) + font (4.4)
= KW+ EKWr = KO)(14+7) = KO +r)(1+7) = KO)(1+7)" (4.5)
n) Kapital etter n ar:
K(n—1)r
K(n) = K@n-1) + fonte (4.6)

= Kn—-1)+K@mn-1)r = K(n— 1)(1 + r) = K(0)(1+r)? (1 + 7“> (4.7)

= K0)(1+r)" (4.8)

Lign.(4.8) kalles ofte "renteformelen”:

K(n) = K0)(14nr)" (4.9)

hvor
K(n) = kapitalen etter n ar (eller n terminer) (4.10)
K(0) = startkapital, dvs. kapital etter 0 ar (eller O terminer): naverdi (4.11)
roo= % = rente med p % per termin (4.12)
n = antall ar (eller antall terminer) (4.13)
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Alternativ: ( alternativ mate a skrive renteformelen i lign.(4.9) pa )

Faktoren 1+ r i lign.(4.9) kalles vekstfaktoren.

Hvis vi setter

a = 1+r (4.14)

sa kan vi skrive lign.(4.9)) pa en mer kompakt form:

hvor
a = 147 = vekstfaktor (4.16)
n = antall ar (4.17)
|
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Eksempel: ( renteformelen , kontinuerlig kreditering )

Dersom banken krediterer innskuddet kontinuerlig,
dvs. etter en vilkarlig tid ¢ hvor ¢ er et reelt tall £ € R,
hva blir da kapitalen K (t)?

Lgsning;:

Generalisering fra renteformelen i lign.(4.9) rett frem:

K({t) = K(0)ad' (4.18)
hvor

a = 14+r = vekstfaktor

t = antall ar, hvor t € R
Kommentar:

Funksjonen K (t) kalles ” eksponentialfunksjonen” med grunntall a og eksponent t. E|

(4.19)

(4.20)

!1Siden funksjonen modellerer eksponentiell vekst kalles grunntallet ogsé gjerne for vekstfaktoren. Andre eksempel

pa eksponentiell vekst er befolkningsvekst, utbredelse av virus og kjernereakasjoner.
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Definisjon: ( leksponentialfunksjon )

Eksponentialfunksjon f(z) er definert ved:

J(x) =

a

hvor x = eksponent, x € R, a = grunntall og a > 0.
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http://no.wikipedia.org/wiki/Eksponentialfunksjon
http://no.wikipedia.org/wiki/Eksponent
http://no.wikipedia.org/wiki/Reelt_tall
http://no.wikipedia.org/wiki/Grunntall

Eksempel: ( eksponentialfunksjon )

Plott eksponentialfunksjonene for —2 < x < 2:

fla) = 2° (a=2) (4.22)

g(z) = 37 (a=3) (4.23)

Lgsning;:

Lag forst en verditabell.
Deretter kan vi tegne funksjonene i et koordinatsystem:

4
g(x) = 3
f(x) = 2%
3
2
/ |
-2 -1 0 1 2

Figur 4.3: Eksponentialfunksjoenene f(z) = 2 og g(x) = 3".
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http://no.wikipedia.org/wiki/Eksponentialfunksjon

Eksempel: ( eksponentialfunksjon vs kvadratisk funksjon )

Plott funksjonene for —8 < z < 8:

flz) = 2° (eksponentialfunksjon) (4.24)

glx) = (2. gradsfunksjon ) (4.25)

Lgsning:

Lag forst en verditabell.
Deretter kan vi tegne funksjonene i et koordinatsystem:

50
g(x) = x? f(x) = 2~
40
30

20

10

2

Figur 4.4: Eksponentialfunksjoenen f(r) = 2% og 2. gradsfunksjonen ¢(r) = z~.
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4.2 Tallet e, Eulers tall

motiverende

* o . . .
Eksempel: ( renteformelen , arlig kreditering )

Anta at vi setter £(0)) =1 NOK i banken, dvs. innskudd pa 1 krone.

For enkelhets skyld, la oss anta videre at renten er r = %0% =1 og at renten

krediteres m ganger i aret, og da slik at renten justeres til r/m for hver av de m periodene,

se figur

Hvor mye kapital K, (1) har vi etter ett ar dersom renten krediteres m ganger i lgpet av aret?

Hva blir kapitalen K (1) i grensen nar m — oo?

Foto: Lasse Tomren

Renten krediteres m gangeri aret:

r/m r/m r/m r/m r/m

1 2 3 4 m

Figur 4.5: Rente.
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i)  Renteformelen i lign.(4.8) sier at dersom man setter inn K (0) i banken ved starten av
ar 1 sa vil kapitalen etter ¢ ar vokse til:

Ki(1) = K(0)(1+7)" =1-(1+1)' NOK = 2 NOK (4.26)

ii)  Dersom renten krediteres m = 2 ganger i aret sa blir renten halvert for hver periode,
dvs. /2 = 1/2 siden r = 1. Kapitalen K5(1) vokser da til:

Ky(1) = K(0)<1+—>2 — 1. <1+—>2NOK — 225 NOK (4.27)

iii) Dersom renten krediteres m = 3 ganger i aret sa blir renten justeres for hver periode,
til /3 = 1/3 siden r = 1. Kapitalen K3(1) vokser da til:

K1) = K(O)<1+—>3 -1 (1+1>3 NOK = 2.37 NOK (4.28)

iv) Dersom renten krediteres m = 4 ganger i aret sa blir renten justeres for hver periode,
til /4 = 1/4 siden r = 1. Kapitalen /{;(1) vokser da til:

Ki(1) = K(0)<1+—>4 — 1. (1+1>4NOK — 244 NOK (4.29)
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v) Dersom renten krediteres m ganger i aret sa blir renten justeres for hver periode,

til 7/m = 1/m siden r = 1. Kapitalen K,,(1) vokser da til:

Kn(1) = K(O)(Hi)m — 1.(1+l>m NOK

m m

vi) I grensen nar m — oo blir dette eksponentialfunkjonen:

1\m
Ko(t) = K(0) Tim (1+=) = 2718281898 NOK

m—00 m P
lignA e
hvor
. 1 m
e = lim (1+—) —  2.718281828...
m—oo m —

Eulers tall e
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Setning: ( Eulers tall e )

Eulers tall e kan bestemmes av en jgrenseverdi. Denne grenseverdien er:

1 x
lim (1 + ) = ¢ (4.33)
X

T—r00

hvor e = 2.71828 1828459045 ....

f(x)

8]

e=2.71828 1828 459045 ...

Figur 4.6: Funksjonen f(z) = (1 + ).

xT
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http://no.wikipedia.org/wiki/E_Matematikk
http://no.wikipedia.org/wiki/Grenseverdi

4.2.1 Deriverte av e*

NB!

——t—
Definisjon:  ( eksponentialfunksjon m/grunntall e )

Eksponentialfunksjon f(z) med grunntall e er definert ved:

flz) = €° (4.34)

hvor x = eksponent, x € R og grunntall e = 2.7 1828 1828 459045 ....

Denne definisjonen er motivert ut fra at faktoren foran eksponentialfunksjonen til den deriverte
er 1. Dette er sa viktig at vi formulerer det i en egen setning:

NB!

——t—
Setning: ( eksponentialfunksjon m/grunntall e )

Eksponentialfunksjon f(z) = e” er lik sin egen deriverte:

df(z)
L2 = (4.35)

hvor z = eksponent, x € R og grunntall e = 2.7 1828 1828459045 ....
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Eksempel: ( eksponentialfunksjon / derivasjon )

Gitt funksjonen:

: d f(z)
Finn —

Lgsning:

Her bruker man kjerneregelen som vi leerte om pa side (170} lign.(3.148):

d f(z) d 32—2
dx dx (e >

lign @148  d o du
B du dz

d d
= —le" ) —| 3x—2
du e) dx( v )
— eu =3
= e 3
— 363:272
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http://nn.wikipedia.org/wiki/Kjerneregelen

Eksempel: ( eksponentialfunksjon )

Plott eksponentialfunksjonene

flz) = 2° (a=2)
hz) = ¢ (a=e=2718281828459045 ...)
glz) = 3" (a=3)

Lgsning;:

Lag fgrst en verditabell. Deretter kan vi tegne funksjonene i et koordinatsystem:

g(x) =3*
! f(x) = 2x
f
- h(x) = e

Figur 4.7: Eksponentialfunksjoenene f(z) = 2% h(x) = ¢" og g(z) = 3.
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Eksempel: ( eksponentialfunksjon )

Plott eksponentialfunksjonen:

fl) = 27° (a=2) (4.45)
hz) = e° (a=e=2718281828459045...) (4.46)
g(z) = 37° (a=3) (4.47)

Lgsning:

Lag forst en verditaltabell. Deretter kan vi tegne funksjonene i et koordinatsystem:

—  g(x) =3

—1| h(x) = e*

—x

Figur 4.8: Eksponentialfunksjoenene f(x) =277 h(r) = ¢ " og g(x) =3
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4.2.2 Regneregler for e*

Siden eksponentialfunksjonen f(z) = e* er bare et spesieltilfelle av potensfunksjonen g(z) = a”,
med a = e = 2.71828 1828 459045 ... sa gjelder samme potensregler som ble presentert pa side
(a—e)

el = Y (4.48)
1
Tt = — 4.49
: (1.49)
— = el =" (4.50)
ey
(e = €% (4.51)
(ee)t = e“e" =e* (4.52)
(E) E (4.53)
e er

og 1 tillegg:

e =1 (4.54)

et = e (4.55)
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Eksempel: ( eksponentialfunksjon , derivasjon , BOK105 Finansregnskap 1)

La p veere prisen 0.5 liter ananasbrus.
La oss se pa en avgrenset tidsperiode, f.eks. en dag. Anta at sammenhengen mellom etterspgrsel
x av brus og prisen p, for en gitt dag, er:

x(p) = xge P (4.56)

hvor El a = 0.08 1/NOK og z¢ = 10000 halvlitere. Anta videre, for en gitt dag, at sammenhengen
mellom total kostnad T'K (p) og pris p er:
TK(p) = ca(p) (4.57)

hvor ¢ = 2 NOK er gjennomsnittkostanden per produsert brus for Oskar Sylte.

Figur 4.9: Ananasbrus.

2Eksponenten ap i en eksponentialfunksjon ma veere dimensjonslgs. Dermed mé koeffisienten a ha dimensjon
1/NOK siden prisen p har dimensjon NOK.
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a) Finn et uttrykk for totalt resultat T'R(p) sfa. prisen p.

b) Plott TR(p), TI(p) og TK (p) sfa. prisen p i intervallet 0 < p < 30 i en og samme figur.

c) Hvilken pris bor settes pa brusen for a maksimere total inntekt TI(p)?
Hva er inntekten 7' (p) da?

d) Hvilken pris bgr settes pa brusen for a maksimere totalt resultat TR(p)?
Hva er resultatet T R(p) da?

e) Kommenter resultatet i oppgave c og d.
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Lgsning:

a) Totalt resultat TR(p) sfa. prisen p:

TR(p) = TI(p) — TK(p) (4.58)
= px(p) — cz(p) (4.59)
= z(p)(p—c) = x e“”’(p — c) (4.60)

b)  Plotter TR(p), TI(p) og TK(p) i intervallet 0 < p < 30:

50000

40000 Ti(p) = p x, €2
30000 \

20000 TR(p) =x,e**(p —c)

10000

’ 10 . 4 20 w P
ol S s

-20000 p=12.5

7

e

Figur 4.10: Funksjonene T'R(p), T1(p) og 1'/<(p) sfa. prisen p.
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c) Inntekten er maksimal nar stigningstallet er er null: H

maksimum inntekt 11 ax
\
stigningstallet til TI(p) er lik null
\
dT1I(p) B 0
dp N
d 1
2, —ap — 0 -
dp (p Fee ) ' o

1.2 4 p.eP(—a) = 0 '.eap

1 +p(—a) = 0
1
p(—a) = -1 ‘ (—CL
1
D = a
= 1 NOK = 12.5 NOK
L= 008 T AR

Inntekten blir stgrst dersom brusen prises til  12.5 NOK.

(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)

(4.67)

(4.68)

(4.69)

3For & vise at man har et maksimum kan man f.eks. gjennomfgre 2. derivasjonstesten. Vi hopper over det her.

Ut fra figur [L.10]ser vi at det dreier seg om et maksimum og ikke et minimum.
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Den totale inntekten T'I(p) = pz(p) per dag blir da:

TI(12.5) = 12.5-10000e %125 NOK = 45985 NOK (4.70)
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d)  Resultatet er maksimalt nar stigningstallet er er null: E|

maksimum resultat T R ax (4.71)
4
stigningstallet til T R(p) er lik null (4.72)
Y
dTR(p)

= 0 4.

= (4.73)
d 1
d—p(gsoe_‘”’@ - c)/) = 0 ‘CE_O (4.74)
produkt u-v
d e *P( ) 0 (4.75)
ap\—L %
produkt wu-v

P (—a)(p — ¢) + 77 = 0 ‘ - eP (4.76)
(—a)(p-xo—TKy) + 1 = 0 (4.77)
(~a)(p 0 e (479)

—a p —C — — .

(—a)

= ! + (4.79)

p = - c :

1

= ( —+2 ) NOK = 14.5 NOK 4.

p ( 008 ) O 145 NOK (4.80)

4For & vise at man har et maksimum kan man f.eks. gjennomfgre 2. derivasjonstesten. Vi hopper over det her.
Ut fra figur ser vi at det dreier seg om et maksimum og ikke et minimum.
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Det totale resultatet per dag blir da:  ( bruker lign.(4.60) )

TR(14.5) ten {L.50) a:oe_ap(p - c) (4.81)

- 100006*008'14-5(14.5 - 2) NOK = 39186 NOK  (4.82)

e) Resultatet fra oppgave ¢ og d viser at:

maksimum inntekt, er ikke sammenfallende med maksimum resultat, (4.83)
p = 12,5 NOK p = 145 NOK
n
Kommentar:
minimum enhetskostnad er ikke sammenfallende med maksimum resultat (4.84)
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4.3 Logaritmer

Logaritmer| er inverse funksjoner til eksponentialfunksjoner.

4.3.1 Definisjon

La oss bruke kalkulatoren til a regne ut folgende eksponenter:

10° = 1 (4.85)
1093010 = 2 (4.86)
1004770 = 3 (4.87)
1000021 = 4 (4.88)
1000990 — 5 (4.89)

Av disse kalkulatorberegningene ser vi at f.eks. 0.4770 er det tallet vi ma opphgye 10 i, for a fa
tallet 3. Tallet 0.4770 kalles logaritmen til 3. Dette tallet 0.4770 har fatt en egen notasjon, nemlig
log(3) = 0.4770. Tilsvarende:

10° = 10! = 1 = logl=0 (4.90)
1009010 = 108 = 2 = log 2 = 0.3010 (4.91)
104770 = 108 = 3 = log 3 = 0.4770 (4.92)
1006020 = qplet = 4 = log 4 = 0.6021 (4.93)
100090 = 10e® = 5 = log 5 = 0.6990 (4.94)
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http://no.wikipedia.org/wiki/Logaritme

Definisjon: ( logaritmen m/10 som grunntall ) E|

Logaritmen til et tall = er den eksponenten vi ma opphgye 10 i for a fa z:

1087 = g (4.95)

altsa log(x) = logaritmen = det tallet vi ma opphgye 10 i for a fa .

-~
NB!

Kommentar:

Ut fra lign.(4.95)) ser man at logx er den inverse funksjonen av 10%.

Kalles ogsa den Briggske logaritme.

218


http://no.wikipedia.org/wiki/Logaritme
http://en.wikipedia.org/wiki/Common_logarithm

La oss bruke kalkulatoren til a regne ut folgende eksponenter:

e = 1 (4.96)
Q06931 o (4.97)
et — 3 (4.98)
p13863 4 (4.99)
et — 5 (4.100)

Av disse kalkulatorberegningene ser vi at f.eks. 1.0986 er det tallet vi ma opphaye Eulers tall e i,
for a fa tallet 3. Tallet 1.0986 kalles den NATURLIGE logaritmen til 3. Dette tallet 1.0986 har
fatt en egen notasjon, nemlig In(3) = 1.0986. Tilsvarende:

e = M o=1 = Inl=0 (4.101)
OB = ez = 9 = In2 = 0.6931 (4.102)
06— 3 = 3 = In3 = 1.0986 (4.103)
et = et =y = In4 = 1.3863 (4.104)
et = et = 5 = In5 = 1.6094 (4.105)
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Definisjon: ( logaritmen m/e som grunntall )

Logaritmen til et tall = er den eksponenten vi ma opphgye Eulers tall e i for a fa x:

et = (4.106)

altsa In(z) = den naturlige logaritmen = det tallet vi ma opphgye e i for a fa .

~
NB!

Kommentar:

Ut fra lign.(4.106]) ser man at Inz er den inverse funksjonen av e”.
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4.3.2 Regneregler

Ved a bruke definisjonen av den naturlige logaritmen sammen med regnereglene for potenser fra

side [21] sa innser man:

eln2+ln3 _ 61n2€1n3 — 2.3 = 6 = elnG _ eln(2~3)
= In(2-3)=In2+1In3
pln2-n3 _ In2,-In3 _ 2 _ o (%) — n23)

= In (g) =In2—-1In3

MG 98— ()3 = (eln2)3 — (M2)3 lign.[L59) 3102

= In2>=3.1n2

(4.107)

(4.108)

(4.109)

(4.110)

(4.111)

(4.112)

Dette er regneregler for logaritmen som er svaert viktige og som vi skal bruke mye i gvinger.
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La oss skrive de mer generelt:

In(ab) = Ina + Inb a,b>0 (4.113)
In (Z) = Ina — Inbd a,b>0 (4.114)
In(a’?) = plna a>0 (4.115)
og i tillegg:
ml = 0 (4.116)
Ine = 1 (4.117)
Ine* = = (4.118)
et = o >0 (4.119)
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Akkurat de samme regnereglene gjelder for dersom man har grunntall 10 istedet for Eulers tall e.
Begrunnelsen er helt analog som for tilfellet pa forrige side. Derfor skriver vi bare opp reglene:

log(a-b) = loga + logb a,b>0 (4.120)
log <Z> = loga — logbh a,b>0 (4.121)
log(a?) = ploga a>0 (4.122)
og i tillegg:
logl = 0 (4.123)
logl0 = 1 (4.124)
log10* = =« (4.125)
109 = x>0 (4.126)

e Det finnes ingen enkle regler for log(a + b) eller log(a — b).

e logx er bare definert for positive verdier av x.
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Eksempel: ( In-funksjon )

Plott funksjonen

f(z) = Inzx (4.127)

Lgsning:

Ved a lage verditabell og deretter plotte finner man fglgende graf:

f(x) =Inx

Figur 4.11: Logaritmefunksjonen f(x) = Inz.
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Egenskaper til In-funksjonen:  ( f(z) =Ilnx )

Definisjonsmengde til f(z): D; = (0,00)

Definisjonsmengde til f(z): Vy = (—00,00)

Inz er strengt voksende i hele Dy

Grafen skjeerer x-aksen i x = 1 siden In1 = 0

lim, .o f(x) =00 og lim, o+ f(z) = —00
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Eksempel: ( logaritme , BOK300 Finansiell- og skonomisk styring )

Kapitalen Ky plasseres i Sparebank 1 SMN ved ar null.

Renten er r = 6%, dvs. r = ;35 = 0.06.

Hvor lang tid tar det fgr kapitalen fordobles?

SpareBank 4
SMN

Figur 4.12: Kapitalen K; i bank.
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Lgsning;:

La n veere den tiden det tar for kapitalen K, fordobles til K, = 2K,.

Nar man skal regne pa rente med rentesrente slik som i denne oppgaven sa brukes [renteformelen.
Renteformelen skal vi leere mer om i kapittel [f| Her, i denne oppgaven, skal vi bare ta formelen
for gitt. Oppgaven bestar i a finne n.

Anta at det tar z ar for kapitalen dobles, dvs. K,, = 2K, etter n ar. Dermed:

Deler pa Kj:

2K,

25
I

In2

In2

In2
In(1+7r)

IS

Kapitalen dobles etter 12 ar

renteformelen

?(n = Ko(l—i—r)ﬁ

2K0 = Ko(l—i—?”)n

Ko(1+1)* KLO
(I+r)"
(1+r)" ta In (eller log) pa hver side av ligningen
In(1+r)" bruker regneregel i lign.(4.115))
1

n In(1+r) : EYOE)
n

In2 _ In2 ~ 11
In(1+r) In(1 + 0.06) -

med 6 % rente.
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4.4 Deriverte av Inzx

Setning: ( deriverte av Inx )

Den deriverte av f(x) = Inx er:

d f(x) 1
= - 4.137
dx x ( )
|
Bevis:
Fra lign.(4.106|) har vi at:
@ = g (4.138)

La oss derivere denne ligningen.
Den deriverte av hgyre side av lign.(4.138) er 1. Vi deriver venstre side via kjerneregelen med
kjernen w(z) = Ina:

d d
() = () = 1 (4.139)
—
6“%(11135) = 1 eiu (4.140)
1 I
e) = o= a0 = (4.141)
m
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Eksempel: ( eksponentialfunksjon , derivasjon )

Gitt funksjonen:

Finn f'(x).

Lgsning;:

()

r —In(z® + 1)

Her bruker man kjerneregelen som vi leerte om pa side lign.(3.148|):

f

/(m

)

lign.

d f(x)

%(x—ln(az2+1))

1

d Inu
du
i Inwu d
du d

J/

du
dx

(&

-

2 |=
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Eksempel: ( logaritme , derivasjon , lokale ekstremalpunkt )

Gitt funksjonen:

fla) = — (4.149)

Inz

hvor Dy = (0,1) U (1,00) fordi Inl1=0. (Husk: det er ikke lov a dele pa 0).

a) Regn ut f'(z).

b)  Tegn grafen f(x) og marker pa figuren nar f'(x) >0, f'(z) <0 og f'(z) =0
via et fortegnsskjema.

c)  Marker pa figuren ekstremalpunktet til f(z). Er det lokalt eller globalt?

d)  Marker asymptoten til f(z) pa figuren.

Lgsning:

a) Deriverte: ( derivasjon av en brgk, se lign.(3.91]) )

i)

s

S~—
I

% ( ﬁ ) (4.150)

d (u lign.@3o1) uw'v — uv
_ %(;) mE5 oW (4.151)
l-lnz—z-1 Inz —1
— B S — 4.152
(Inx)? (Inx)? ( )
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b, ¢ og d): Plott av figuren, markering av fortegnet til f’(z) og lokale ekstremalpunkt:

6_
f’(x) =0 <=> stigningstallet=0
f(x) har en asymptote
ved x=1. ] f(x)
T~
2_
Lokalt minimum
D T T T T T T 1 x
2 3 ) 5 fi 7 b
_2_
-4
0|1 e
> X
Inx-1 [F-1-—--@
(Inx)>?
Px) fof--6——
Pix)<0 (x) > 0
negativ positiv

Figur 4.13: Funksjonen f(z) = = og tilhgrende fortegnsskjema for f'(x).

231



232



Kapittel 5

Foglger og rekker

Figur 5.1: Fglger og rekker.
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5.1 Fglger og rekker

Definisjon: ( folge )

En fglge er en funksjon f:
f: Nt = M

fra mengden av positive naturlige tall Nt = { 1,2,3,4, ... } til en vilkarlig mengde M.

Folger kan besta av tall, punkter, vektorer, funksjoner eller andre matematiske objekter.

Eksempel: ( folger )

1, 10, 10' , 10 , 10® , 10* ,
-2 ,0,2,4,6, 8,

r , 222, 323, 42 | 525, 62%

1, —e | o2e .- o3 7 el .- 5
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Definisjon: ( rekke )

En rekke er summen av leddene i en folge.

|
Eksempel:  ( rekker )
a, + ay + a3 + a4 + as + ag + ... (57)
1 + 10 + 10" + 10* + 10® + 10* + .. (5.8)
—2 4+ 0+ 2+ 4 +6 + 8+ .. (5.9)
r + 22 + 328 + 42t + 52° 4+ 62° + .. (5.10)
1 — € + e — &% 4 et — & (5.11)
|
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Vi bruker ofte det det spesielle summetegnet 3 nar vi skal skrive summere leddene i en fglge. D
Dersom vi har en sum S,, med n ledd:

S, = a;+ay+as+..+a, (5.12)

sa kan denne summen skrives pa en mer kompakt mate: ﬂ

n

S =Y a (5.14)

i=1

ITegnet 3 er den greske bokstaven for S og uttales “sigma”.
2Legg merke til at S,, selv er en folge:

Sl ; S2 ) S3 ) S4 ) S5 ) SG y e (513)
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Eksempel: ( folger , rekker , sum )

La:

hvor+=1,2,3,....

a) Skriv ned de 4 forste leddene i folgen.

b)  Skriv ned de 4 forste leddene i rekken.

c) Finn summen av rekken med 4 ledd.

Lgsning;:
a) Folge:
2 3 4 5)
- - — — 5.16
4797 16 (5.16)
b) Rekke:
2 3 4 5
- - — — 5.17
1 N 4 - 9 i 16 - ( )
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c) Summen av rekken med 4 ledd:

" )
= Zi:l a'
7\

7 N
ai +as +as+ aq

2 3 4 5 505
14 916 144

|
+
|
+
|
_|_
|
[
2

3.507
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Eksempel: ( folger , rekker , sum )

La:

a; = 1

hvor ¢ =1,2,3, ...

a) Skriv ned de 3 forste leddene i folgene a; og b;.

b)  Skriv ned de 3 fgrste leddene i rekkene a; og b;.

c) Finn summen av rekken med 4 ledd.

Lgsning;:

a) Folge a; =i

Folge b; = i?:

12 7 22 7 32 ,
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Rekke a; = i:
1 +2 4+ 3 + .. (5.26)
Rekken b; = i%:

1?2+ 22 + 3% + .. (5.27)

Summen av rekken a; = ¢ med 3 ledd.

= 213:1 al 3
Sg = a; +ag +as = a; = Z 1 (528)
- i=1 i—13
= 14243 = 6 (5.29)
Summen av rekken b; = 72 med 3 ledd.
=il 3 3
Sy = bitbatby = Y b = Y i’ (5.30)
— i=1 i=1
= 1P+2°+3 = 14 (5.31)
[ |
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5.1.1 Regneregler for summasjon

i) Sum av summer:

Vi ser at begge summene har samme start- og sluttpunkt, Z?:l‘

Da kan disse legges sammen:

(ai + b2>

i)

14243 + 12422432

6 +14 = 2

S i+ )

(14+1%) + (2+2%) + (3+3%

(1+1) + (2+4) + B+9) = 2

Dette er et eksempel pa den generelle regneregelen:

n

=1

SarYh = Yt b G

1=1
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ii) Multiplikasjon med en konstant:

La ¢ veaere en konstant, f.eks. ¢ = 251. Da er:

3
E ca; = E ct
i=1 j

= 251-1+251-2+251-3

1
1

3
= C

2

3
= C E a;
i=1

Dette er et eksempel pa den generelle regneregelen:

251 (1+2+3)

n n
E ca; = ¢C E a;
=1 1=1

(5.43)

242

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)



iii) Addisjon av en konstant:

La ¢ veere en konstant, f.eks. ¢ = 251. Da er:

Z(ai—irc) = Z(i—l—c)

1 =1

3 3
i= i=

= (1+251)+ (2+251) + (3 + 251)

= 1+2+3 + 3-251

Dette er et eksempel pa den generelle regneregelen:

n

Z (a1 +¢) = Z a; + nc (5.48)

i=1
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Setning:

hvor ¢ er en konstant.

( regneregler for summetegn )

(Cli + bz)
i=1

n
C a;

=1
n

a; —+ nc
i=1

(5.49)

(5.50)

(5.51)
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Kommentar:

Legg merke til at:  ( a; =14 og b; = %)

3 3 3
Soab = > i = > (5.52)

i=1 i=1 i=1
= 1*4+2°+3° (5.53)
= 1+8+427 = 36 (5.54)
Sad b= > iy & (5.55)

=1 =1 =1 =1

= (1+2+3)(1*+2°+3%) (5.56)
= 6-14 = 84 (5.57)

som viser at: Sy abi A S a YL b
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5.2 Aritmetiske folger og rekker

Definisjon:  ( aritmetisk folge )

En aritmetisk fglge er en fglge der differansen d mellom et tall a; og det neste tallet a;;4
er konstant: [

ag = a (startledd) (5.58)
i1 = a; + d 1= 1, 2, 3, (559)

hvor d = konstant og kalles differens.

Definisjonen i lign.(|5.59) viser at en aritmetisk folge e er definert rekursivt. E|

Q| 3el +®= 8

a: |3e2 +(B5)=11
a:0 |3930 #5)=95
G100 | 30100 +(5)= 305

Figur 5.2: Aritmetisk folge.

3En aritmetisk rekke gjenspeiler en prosess som beveger seg fremover, typisk i tid.
4Rekursjon er er en gjentagende prosess hvor en funksjon kaller seg selv.
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Siden

a = a (startledd) (5.60)
a = a+d = a+d (5.61)
a3z = a+d = (a+d)+d = a+2d (5.62)
——
= asg
ags = az+d = (a+2d)+d = a+3d (5.63)
——

= a3

sa innser at folgende sammenheng gjelder:

a, = a+(n—1)d (5.64)

for en aritmetisk fglge.
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Eksempel: ( sum av aritmetisk rekker )

a) Finn summen av de 4 fgrste leddene i den aritmetiske rekken
definert ved a;, 1 = a; + d med:

ag = a =1 (startledd)

d = 7 (differens)

b) Finn summen av de 3 forste leddene i den aritmetiske rekken
definert ved b; ;1 = b; + d med:

by = b = 500 (startledd)

d = -3 (differens)

Lgsning:

a) Summen av de 4 forste leddene i den aritmetiske rekken:

4
Zai = ai +as +as+ aq

= 14+0Q+7)+@+7)+(15+7)

= 1+8+15+22 = 46
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b) Summen av de 3 forste leddene i den aritmetiske rekken

by + by + b

500 + (500 — 3) +

500 + 497 + 494
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= 1491

(5.72)

(5.73)
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5.2.1 Sum av en aritmetiske rekke

Setning: ( sum av ARITMETISK| rekke )

Anta at vi har den aritmetiske fglgen

Ai+1 =

hvor d = konstant. Summen

a (startledd)

250
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Bevis:

Vi ser pa tilfellet med kun n = 4 ledd. Generaliseringen er apenbar.

La oss se pa summen Sy av en [aritmetisk rekke med 4 ledd:

é = a1+a2+a3+a4
= a1+(a1+d)—|—(a1+2d)—|—(a1+3d)

= 40,1 + 6d

Men summen kan ogsé skrives: [

& = a4+az+as+a

= a4+ (ag —d) + (ag — 2d) + (ay — 3d)

= 4&4 — 6d
La oss summere disse to:
Si+Sy, = 4day+6d + 4day—6d
284 = 4(&1 + a4)
S, — 4(ay + ay)

2

5Siden
i1 = a;+d
sa kan vi lgse med hensyn pa a; alene:

a; = Q341 —d
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Fra lign.(5.64)):

a, = a;+ (n—1)d

Denne ligningen med n = 4 innsatt i lign.(}5.89)):

4(ar + ay)
= 2

4(&1 + (a1 + (4 — 1)d)>

2

4(2@1 b (4— 1)d>
>

B 4(a1+(4—21)d)

Istedet for en sum med kun 4 ledd sa kan man gjerne ha n ledd.
Fremgangsmaten er den samme. (4 —n )
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Eksempel: (sum ) )

Anta at vi har den aritmetiske fglgen:

a = a (startledd) (5.95)
i1 = a;+1 1= 1,2,3,... (596)

Finn summen Siqp.

Lgsning;:

Siden dette er en aritmetisk rekke sa finner vi summen ved a bruke formelen i lign.(5.78): (n = 4)

—1)d 100 — 1)1
@“ n(al—i—%) = 100<1+%) — 5050 (5.97)

Dersom man skriver ut den aritmetiske rekken definert av lign.(5.95)) og (5.96) sa far man:

S0 = 14+24+3+44+ ... +984+99+ 100 (5.98)
I dette kurset skal vi konsentrere oss om a bruke formelen i lign.(5.78]), men vi nevner likevel at
man kan finne summen til en av aritmetisk rekke via smarte teknikker som f.eks. vist i figur [5.3

14243+ + 98499100

L =101
=101

b 2] ] e

50%*101=5050

Figur 5.3: Sum Sygg.
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Eksempel: ( aritmetisk rekke , serielan )

Et serielan tilbakebetales med like store, altsa konstante, avdrag ved hver terminbetaling gjennom
hele nedbetalingstiden. Etter hvert som avdragene reduserer lanet, blir rentebetalingen stadig
mindre. Terminbelgpet blir derfor lavere for hver gang.

Dersom serielanet er K og det skal tilbakebetales pa n terminer sa er terminbelgpet:

avtar konstant avtar
—_—— — —
terminbelgp = avdrag + renter (5.99)
K

n

a) Vis at renten R; for ar nr. ¢ utgjor en aritmetisk folge.

b) Finn et uttrykk for summen R av rentene
R = R+ Ry+Rs+...+R, (5.100)

hvor R; = renten for termin nr. 7. Anta at rentesatsen r er konstant alle n terminene.

Foto: Colourbox
Foto: Bjgrn Brunvoll

Figur 5.4: Lan.
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Na skal vi bruke lign.(5.99)) samt resultatene fra deloppgavene ovenfor til et lgse folgende konkrete
tilfelle: [l

Du har bestemt deg for a reservere en leilighet i Brunvollkvartalet. Du behgver 1900000 NOK i
lan. Anta at du skal tilbakebetale dette via et serielan. Nedbetalingen skal skje hvert ar i 30 ar.
Renten er 5 % over hele nedbetalingstiden.

c) Hva er avdragene per ar for dette serielanet?

d) Hva er renten de 3 forste arene?

e) Hvor mye betaler du totalt i rente i lgpet av disse 30 arene?

Figur 5.5: Brunvollkvartalet.

6Dette er den typiske situasjonen i bade eksempler, gvinger og eksamensoppgaver: man bruker resultatene i
tidligere deloppgaver. Deloppgavene henger altsa sveert ofte sammen.
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Lgsning:

a) Anta at du tar opp et serielan K i banken.
For enkelhets skyld, la oss se pa tilfellet nar du skal betale tilbake dette lanet pa n = 3 ar[]

La Ry, Ry og R3 veere renten du ma betalte for hhv. ar 1, 2 og 3 hhv., se figur:

K K-1-K/n K-2-K/n K-3K/n =0

I | |

Lanet er innfridd
‘ ar1 ‘ ar 2 ‘ ar3 ‘ etter 3 ar, n=3.

Figur 5.6: Rentene Ry, Ry og R3 er rentene for ar 1, 2 og 3.

"Lanet er altsa innfridd etter 3 ar, se figur 1}
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i) Etter 1 ar ma du betale rente av hele lanet. Renten du ma betale er dermed:

RlzKT

ii) Ved starten av ar 2 har du tilbakebetalt 1 avdrag pa £.
Renten du ma betale for perioden mellom ar 1 og 2 er dermed:

K
RQ = (K—l—)?”
- n

iii) Ved starten av ar 3 har du tilbakebetalt 2 avdrag pa £o.
Renten du ma betale for perioden mellom ar 2 og 3 er dermed:

K
Rg = <KQ—2—O>T
n
K K K
_ (Kr— 7’)_ ro_ g A
n n n

Vi ser dermed at renten fglger mgnsteret

K
Ry = R — 28 i=1,2.3, .
n

som utgjgr en aritmetisk folge med d = —% og startledd Ry = K r, se lign.(5.101)).
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b) Den totale renten:

R = Ri+Ry+Rs+ ..+ R, (5.107)

er altsa summen av en |aritmetisk rekke og vi bruker formelen i lign.(5.78)):

. ign. (5. —1)d

Reerie % n<31+%> (5.108)
(n—1) (-£)
_ wl Kkr + 5 (5.109)
= nKr{1l — n_1 (5.110)
— o :
2n n—1

_ Kr| 22 — 111
. r<2n - ) (5.111)

2n — (n—1)
= K 112
aKr o (5.112)

4+ 1

Ky "‘QF (5.113)

som altsa er det totale rentebelgpet som ma betales for et serielan over lanets lgpetid.
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c) Avdragene for et serielan er konstante, se lign.([5.99).
I vart tilfelle er disse konstanteavdragene gitt ved:

K 1
avdrag per ar = = %NOK = 63333 NOK (5.114)

d) Fra eksemplet pa side 257| vet vi at renten R; for ar nr. i utgjer en aritmetisk folge.

R, = Kr (startledd) (5.115)
K
Riyp = R — =L (5.116)
n
Dermed:
R, = Kr = 1900000-0.05 NOK = 95000 NOK (5.117)
K
R, = R, ——" (5.118)
—— n
1900000
- (95000——) — 91833 NOK (5.119)
30 il
K
Ry, = Ry—— (5.120)
= n
1
= (o835 - 2T00) = 88667 NOK (5.121)

259



e) Total rente R for et serielan i lgpet av tilbakebetalingstiden pa 30 ar
er gitt ved lign.(5.113)) pa side 258}

R;%rie = Ri+ Ro+ R3+ ... + Ry (5122)
lign, Kr 3041 (5 123)
5 .
30+1
= 1900000 - 0.05 - NOK = 1472500 NOK (5.124)
|
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Eksempel: ( serielan , aritmetisk folge )

Du bestemmer deg for a spare til bil. Bilen koster 144 000 NOK. Du starter med a sette inn 1000
NOK i banken. Deretter setter du inn et nytt belgp hver maned. Dette belgpet er slik at du setter
inn 2000 NOK mer enn du satte inn forrige maned.

a) Vis at spareprosessen beskrevet i teksten utgjer en aritmetisk folge.

b)  Hvor mange maneder gar det for du har 144 000 NOK pa konto?

B
i

Figur 5.7: Bil.
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Lgsning:

a) Siden det settes inn 2000 NOK mer enn du satte inn forrige maned sa betyr det at:

a; = 1000 NOK (5.125)
a; = 3000 NOK (5.126)
a3 = 5000 NOK (5.127)
a;, = 7000 NOK (5.128)
Det generelle mgnsteret er:
ap = a = 1000 (5.129)
i1 — a; + 2000 (5130)

som utgjgr en aritmetisk fglge hvor d = 2000.
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b) La n veere antall maneder du ma spare for a fa 144 000 NOK pa konto, dvs.:

S, = 144000 NOK (5.131)
hvor
—1)d
S, = n(a+%) (5.132)
og setter inn tall:
— 1)2000
144000 = n (1000 + %) (5.133)
= 10667m + 1000n* — 1086m = 1000 n> (5.134)
og lgser med hensyn pa n
n = £v144000 = 412 (5.135)
Lgsningen n = —12 maneder er umulig.

Med andre ord: Det tar 12 maneder fgr du kan kjgpe bilen.
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5.3 Geometriske rekker

Definisjon:  ( geometrisk folge )

En folge er en geometrisk dersom et ledd er lik det foregaende multiplisert med en konstant, dvs.

a = a (startledd) (5.136)
a1 = ka i=1,2,3,.. (5.137)

hvor £ = konstant og kalles kvotient.

Definisjonen i lign.([5.137)) viser at en geometrisk folge er definert rekursivt. El

Figur 5.8: Geometrisk fglge.

8Rekursjon er er en gjentagende prosess hvor en funksjon kaller seg selv.
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Siden

(05} = k aq
as = k a9 = kk a, = ]{72CL1
ay = k/’a,g = k (k’gal) = k3a1
sa innser at folgende sammenheng gjelder:
a; = k' la; (5.143)

for en geometrisk rekke, hvor i = 1,2, 3, ....
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Eksempel: ( geometriske rekker )

a) Finn summen av de 4 fgrste leddene i den geometriske rekken
definert ved a;; 1 = a;k med:

a = a =1 (startledd)

k= 3 (kvotient)

b) Finn summen av de 4 forste leddene i den geometriske rekken
definert ved b; 11 = b;k med:

by = b =1 (startledd)

E= 1.1 (kvotient)

Lgsning:

a) Summen av de 4 forste leddene i den geometriske rekken:

4
o i=1
= 3'+3'+32+3°

= 1+3+9+4+27

Il
W
(e}
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b) Summen av de 4 forste leddene i den aritmetiske rekken

4

Sy o= ) 11t (5.152)
=1

= 11411+ 1124113 (5.153)

= 1+11+41.21 (5.154)

= 331 (5.155)

[

267



5.3.1 Sum av en geometriske rekke

Setning:  ( sum av GEOMETRISK rekke, endelig n ) []

Anta at vi har den geometriske fglgen

a = a (startledd)

(5.156)
Aj4+1 = k a; 1= ]_, 27 3, ...... (5157)
hvor k£ = konstant og kalles kvotient. Summen
S =Y a (5.158)
i=1
av den tilhgrende geometriske rekken er da: [
k" —1
S, = a - (k#1) (5.160)
|

9Sammenlign denne setningen med den pé side
Dersom k = 1, dvs. alle leddene er like, s& er summen:

S, = ain (k=1) (5.159) |
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Bevis:

Vi ser pa tilfellet med kun n = 3 ledd. Generaliseringen er apenbar.

La oss se pa summen S3 av en geometrisk rekke med 3 ledd:
3

S3 = Zak‘i_l = atak+ak’ (5.161)

i=1

Multipliser denne ligningen med k:

Sik = <a+ak—|—ak2>k = ak+ak®+ak® (5.162)

La oss subtrahere disse to:

Ssk — S5 = ark+aet’ + ak® — (a+a/k7+a/k/?> (5.163)

— 4k —a (5.164)

Denne ligningen kan vi lgse mhp. summen Ss:

Ssk—S;3 = ak’—a (5.165)

Sk—1) = a(k*—1) - ﬁ (k £1) (5.166)
o1

S5 = a7 (5.167)

Istedet for en sum med kun 3 ledd sa kan man gjerne ha n ledd. Fremgangsmaten er den samme.
Istedet for 3 sa far man n i formelen i lign.(5.167): (3 —n)
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Eksempel:  ( geometrisk rekker , sum )

La oss returnere til eksemplene pa side [266]

Summen Sy:

4
Sy=> 37" = 3'4+3+3°+3°
=1

er en geometrisk rekke siden % =k = 3, dvs. konstant. Videre er a; = a = 3" = 1.

Dermed kan vi bruke lign.(5.160)):

ign. (5. k™ —1 3t -1
Sy lign E.160) - 1. = 40

dvs. samme svar som i lign.(5.151)) pa side

Summen Sy:

4
Sp= Y 117" = 11%+411+11°+1.1°
=1

er en geometrisk rekke siden big’ =k = 1.1, dvs. konstant. Videre er b; = 1.1° = 1.

Dermed kan vi bruke lign.([5.160)):

1 113~ 1
g, "B - 1. _ 33

= k—1 1.1-1 —

dvs. samme svar som i lign.(5.155)) pa side [266]
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Eksempel: ( petroleumslogistikk )

1 2010 ble det totalt utvunnet

u=31.2-10° fat olje (2010) (5.172)

Olje-analytikerne estimerer at antall fat som utvinnes hvert ar gker med 2 % i forhold til aret for.
La oss i denne oppgaven kun se pa utvunnet olje etter ar 2010, dvs. fra og med ar 2011,
se figur 5.9

a, =u1.02! a, =u 1.02? a; = u1.023 a,=ul.02"

2011 2012 2013 Etter n ar

Figur 5.9: Utvinning av olje.

Figur 5.10: Olje.
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a) Via at antall tonn utvunnet olje i ar nr. ¢ er en geometrisk folge.

b)  Vis at summen av produsert olje n ar etter ar 2010

Sp = Y ul.02 (5.173)
=1
er gitt ved
S, = 51u(1.02" — 1) (5.174)

Verdens kjente reserver R av olje var ved utgangen av 2010:

R =1.33-10" fat olje (5.175)

c) Vis at antall ar de kjente oljereservene vil rekke dersom man ikke finner mer olje
er gitt ved:

In (5]1%11, + 1)

, = 5w o) 1
& In1.02 (5.176)

d) Hvor lang tid tar det for man bruker opp oljereservene R
dersom man ikke finner mer olje? E

1Regn ut det numeriske svaret.
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Lgsning;:

Antall tonn utvunnet olje ar 2010 er u. Antall tonn utvunnet olje gker med 2 % i aret.

Ar 2011 blir dermed

ap = ul1.02
og ar 2012
Ao = 1.02
og ar 2013
as = ag 1.02
Det generelle mgnsteret er:
ap = ul1.02
A1 == 1.02 a;

(2011)

(2012)

(2013)

(startledd)

i=1,2,3,..

som utgjgr en geometrisk folge med kvotient £ = 1.02.
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b) Summen av en geometrisk rekke er:

k™ —1
Sp = 5.182
M (5.182)
For var rekke er kvotienten k = 1.02 og a; = 1.02u. Dette setter vi inn i lign.([5.182)):
ign. (5. kK" —1
S, ® 4 ——— (5.183)
- E—1
1.02" — 1 1.02
= 1.02u = w(1.02" — 1) (5.184)
1.02 -1 1.02 -1
= 51u (1.02" —1) , q.ed. (5.185)
c) Siden vi antar at man ikke finner mer olje sa ma man teere pa reservene. Altsa:
R=2S5, (5.186)
Vi bruker svaret fra oppgave b, dvs. lign.(5.185|), og lgser med hensyn pa “n” alene:
R = 5lu(L02"—1) ! (5.187)
= w (1.02" — C— .
olu
R
— = 1.02"-1 5.188

51lu ( )

R

—+1 = 1.02" 5.189

5l (5.189)
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[19ee)]

For a “jekke ned” eksponenten “n” sa tar vi “In” pa begge sider av ligningen:

R "
(1) = a2 (5.191)
n 51u = n in 1. .

hvor vi har brukt regnereglen Ina” = nlna.
Dermed: ved a dele pa “In1.02” pa begge sider at lign.(5.191)) sa far vi:

In (¢ +1)
_ B ) ed. 192
" mioz o ded (5.192)

d) For a finne ut hvor lang tid det tar det fgr man bruker opp oljereservene R
sa bruker vi bare resultatet fra oppgave c, dvs. lign.(5.192)):

R
p =€ (1) (5.193)
In1.02
1012
o om(Eme) (5.190)
- In1.02 A '

Det tar 30.7 ar for oljereservene er brukt opp.
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Eksempel: ( geometrisk rekke , annuitetslan )

Et annuitetslan tilbakebetales med like store, altsa konstante, terminbelop ved hver terminbetaling
gjennom hele nedbetalingstiden. Etter hvert som avdragene reduserer lanet, blir rentebetalingen
stadig mindre:

konstant pker avtar
—— —~
terminbelop = avdrag + renter (5.195)
—_———
=K

Sammenlign denne ligningen med den tilsvarende for serielan, se lign.(5.99)).
Anta at man setter inn belgpet K i banken.

a) Vis at kapitalen K, etter ar nr. n utgjer en geometrisk folge.
b) Finn et uttrykk for kapitalen K, etter n ar. EI

c) Du setter 1000 NOK i banken. Renten er 6 %.
Hva er sluttverdien etter 10 ar?

d) Anta du gnsker ha 10000 NOK pa konto om 5 ar.
Hvilket belgp ma du sette inn i dag far a fa til dette?

Foto: Colourbox

Foto: Bjgrn Brunvoll

Figur 5.11: Lan.

12Qppgaven spgr etter ” renteformelen”, altsa formelen for rentesrente nar renten er konstant.
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Lgsning;:

a) Etter ett ar vil kapitalen vokse til:

K1 K()( 1 +r )
Etter to ar vil kapitalen vokse til:

KQ Kl( 1 +r )
Etter tre ar vil kapitalen vokse til:

K3 KQ( 1+7r )
Det generelle mgnsteret er:

a = K (startledd)
a1 = ai(l+7) 1=1,2,3,...

som utgjgr en geometrisk folge med kvotient k=1 4 7.

Ko Ky K, K;
I
‘ ar1 ‘ ar2 ‘ ar3 ‘

Figur 5.12: Tidslinje.
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b)  Fra lign.(5.143)) pa side vet vi at for en geometrisk fglge gjelder:

a, = k" ta
Med a; =Ko(l+7) og k=1+r saerda:

Ky = Ko(l+n)(+n)"" = Kol +n)"

som kalles renteformelen,, dvs. rentesrente:

c) Renten r = ;3 = 0.06 er konstant alle n = 10 arene.

Siden renten er konstant sa gjelder lign.(5.202)) .
Startkapitalen Ky = 1000 NOK har da vokst til.

lign. (5.202)

Ky Ko(1+7)"°

= 1000 (1 4+ 0.06) NOK = 1790.85 NOK
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Renten r = 1i00 = 0.05 er konstant alle n = 5 arene.

Du gnsker a ha 10000 NOK pa konto om n =5 ar, dvs. du gnsker K5 = 10000 NOK.
I dag er dette belgpet verdt, dvs. naverdi K. Vi skal altsa i denne oppgaven finne K.

Igjen bruker vi renteformelen fra lign.(|5.202))

Kn = Ko(l—l—r)”

og lgser med hensyn pa K, alene:

Ks
(1 47)°
10000

= —— " _NOK = 7835.26 NOK
(1+0.05)5 —

KQ:

Altsa:
For a fa 10000 NOK pa konto om 5 ar sa ma vi sette Ky = 7835 NOK

= naverdi

—
13Med andre ord: 7835 NOK idag & 10000 NOK om 5 ar
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Eksempel: ( oppsparingsannuitet , pensjon , geometrisk rekke )

Ved oppsparingsannuitet sa setter man av samme konstante kapitalen K i banken ved begynnelsen

av hver termin, se figur [5.13| Anta at renten er r = &, hvor p % per termin.

La

K; = oppspart kapital etter n terminer pga. innskudd K i termin nr. ¢ (5.208)

a) Vis at kapitalen K; utgjor en geometrisk folge.

ann
n

b) Finn en generell formel for oppspart kapital S,
se figur [5.13, og n terminer med annuitet.

en termin etter siste innskudd,

c) Du gnsker a spare opp kapital til din fremtidig pensjon.
Oppsparingen skal skje ved at det settes av 15000 NOK ved utgangen av hvert ar i 20 ar.
Anta at renten er 3.5 % for hele perioden.

Hvor mye har du oppspart, med renter, ett ar etter siste innskudd?

| 1 I 2 | 3 | n — S = K, + K, + K3 + ... + K,
l | I e I—! summen oppspart

i terminl : termin 2 H termin3 : i terminn .
Innskudd nr. 1 * : i : i EN termin etter

—> K siste innskudd
- : —— e K1+ =K,

Innskudd nr.2 —> K

.................................. —. K(1+r)n-1 - K2
Innskudd nr.3 —> K H H :

T T K(1+r) =K,

SISTE innskudd EN termin etter siste innskudd
Figur 5.13: Oppsparingsannuitet.
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a) Oppspart kapital etter n terminer pga. innskudd K i termin nr. 1: E

K = K(1+7)" (5.209)

Oppspart kapital etter n terminer pga. innskudd K i termin nr. 2: E

Ky = K1+n)"" = K(l+n)"(1+n)"" = s (5.210)
K,

Oppspart kapital etter n terminer pga. innskudd K i termin nr. 3: H

K
Ky = K1+7r)"?% = KQ+r)"'14r)" = —2 (5.211)
—_——— 147
Ko

Det generelle mgnsteret er:

K, = K({l+nr)" (startledd) (5.212)
K,
Ky = i = 12,3 .. 21
+1 1 + , 1 3 (5 3)

som utgjgr en geometrisk folge med k = ﬁ

4 Hele gronne linjen i figur [5.13
5Hele rgde linjen i figur [5.13
6Hele bla linjen i figur
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b) Siden K; utgjor en geometrisk rekke sa finner man summen

n
ann __ § )
S’n, - KZ
i=1

via lign.((5.160))

Med K;=K(1+7)" fralign.(5.212) og k= ﬁ far vi:

k™ —1

ann o
Sh = a

282

(5.214)

(5.215)

(5.216)

(5.217)

(5.218)

(5.219)

(5.220)



Siden det settes av samme belgp K = 15000 NOK ved hver arlig termin,
sa er dette en situasjon beskrevet av oppsparingsannuitet.

Siden vi skal se pa oppspart belgp en termin etter siste innskudd sa ma vi bruke
lign. ([5.220)) med n = 20 og r = 0.035:

1472 -1
spr o= K tETL

(5.221)

(1+0.035)% — 1
0.035

— 15000(1 4 0.035) NOK =~ 439042 NOK  (5.222)

Figur 5.14: Sparing.
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Eksempel: ( naverdi K, av etterskuddsannuitet , pensjon , geometrisk rekke )

Som nevnt i et eksempel foran:
Ved oppsparingsannuitet sa settes en bestemt, altsa konstant, kapital i banken ved begynnelsen
av hver termin. Til slutt far man en oppspart kapital.

La oss na snu pa situasjonen og spgrre:
hvor stort ma startinnskuddet/naverdien K, veere for at vi skal fa utbetalt et bestemt, dvs.
konstant, terminbelgpet K hver termin over n terminer?

Anta at renten er 7 = 55 hvor p % per termin.

a) Finn et generelt uttrykk for naverdien K, av annuitet. |T_7]
b) Anta at du har en pensjon som gjor at du far utbetalt 100000 NOK per ar de 10 neste arene.
Renten er 7 % hele perioden.

Hva er pensjonens verdi i dag?

c) Tolk svaret i en gkonomisk sammenheng.

Figur 5.15: Pensjon.

T “BOKS300 Finansiell og oskonomisk styring’ brukes ogsa Ky som notasjon for naverdi. Men i “BOK105
Finansregnskap 1”7 bruks NV for naverdi istedet for Ky. I dette matematikkurset skal vi bruke K. Vi har altsa:
Ko=NV.
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a) Startkapitalen er K.
Denne startkapitalen far man rente pa. I hver termin tar man ut en fast belgp K:

K = Ko(1+7)—K (5.223)

I ar nr. 2 far man rente pa kapitalen K. I hver termin tar man ut en fast belgp K:

Ky = K(l+r)-K (5.224)

= Ko(l+r)Y—-K(1+r)-K (5.225)
:ASI

= Ko(1+7r)Y-K(1+7r)—K (5.226)

I ar nr. 3 far man rente pa kapitalen K. I hver termin tar man ut en fast belgp K:

Ky = Ky(l+r)-K (5.227)
= Ky(l+7r)Y?—-K(l+7r)-K(l+r)-K (5.228)
- — ~
= Ko(l+7r)P—-K(1+r)Y?-K(l1+r)-K (5.229)
I,
= K0(1+r)3—ZK(1+r)2+;<(1+r)+K5 (5.230)

Det generelle mgnsteret er:

K, = Ko(14+7)" — S, (5.231)

hvor S,, er summen av en geometrisk rekke med o« =K og k=1+r som kan

regnes ut via lign.(5.160))

(5.232)



Setter inn for a« = K og k=147 1ilign.(5.231):

k™ —1

S = ag— (5.233)
(14+r)™—1 (I4+r)"—1
= - K 5.234
r+L—1 r ( )
Setter dette inn i lign.(5.231]):
K, = Ko(l+7)" =5, (5.235)
1+7)"—1
= Kdl%—r)”—[(% (5.236)

Etter n terminer med uttak K hver termin sa er innskuddet Ky med tilhgrende renter
brukt opp, dvs.:

K, = 0 (5.237)

1+7)"—1
K0(1+r)”—K% =0 (5.238)

og lgser med hensyn pa innskuddet K, alene:

(I1+r)"—1

Ky = K
0 r(14r)"

(5.239)

286



b) Terminbelgpet i denne oppgaven er K = 100000 NOK. Antall terminer er n = 10 og renten

r = 165 = 0.07. Vi skal finne pensjonens verdi i dag, dvs. /. Denne er gitt ved lign.(5.239):

ign. (5. 1 =1
K, o At7) (5.240)
=2 r(1+r)"

annuitetsfaktor

(1+0.07)10 —1
0.07(1 +0.07)10

= 100000 NOK =~ 702358 NOK (5.241)

c) Tolkning:

= naverdi

i) Halvmatematisk: 702358 NOKidag < 100000 NOK hver ar i 10 ar

ii) Med andre ord:  Dersom du setter inn 702358 NOK i banken i dag med 7 % rente,
kunne du hvert ar i 10 ar fremover ta ut et belgp pa 100 000 NOK

287



Eksempel: ( geometrisk rekke , annuitetslan , rente R2"™ )

La oss igjen se pa et annuitetslan slik som vi gjorde pa side 276

stadig mindre:

Et annuitetslan/ tilbakebetales med like store, altsa konstante, terminbelop ved hver terminbetaling
gjennom hele nedbetalingstiden. Etter hvert som avdragene reduserer lanet, blir rentebetalingen

konstant pker avtar
—— — —N
terminbelop = avdrag + renter
—_———

=K

(5.242)

a)

Anta at du tar opp et lan K. Du betaler tilbake dette lanet i lgpet av n terminer.
Finn et uttrykk for den totale renten R:™ uttrykt ved Ky, n og renten r

213V
4274
166200
2920
2768
3934
-33789
-4498
3332
3272
6560
-50,00
250,00

Figur 5.16: Rente.
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La oss se pa eksemplet fra side en gang til, dvs. eksemplet angaende kjop av leilighet ved
Brunvollkvartalet. Men denne gangen skal lanet tilbakebetales via et annuitetslan. Ellers er be-
tingelsene de samme, dvs. lanet er pa 1900000 NOK. Nedbetalingen skal skje hvert ar i 30 ar.
Renten er 5 % i hele nedbetalingstiden.

b)  Hva blir arlig terminbelop K7  (dvs. avdrag + rente)

c) Hvor mye betaler du totalt i rente i lgpet av disse 30 arene?

d) Sammenlign svaret i oppgave ¢ med oppgave ¢ pa side [259
Kommenter svaret.

Figur 5.17: Opptak av annuitetslan for a finanisiere kjgp av leilighet.
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Lgsning:

a) Et annuitetslan tilbakebetales med like store, altsa konstante, terminbelop.

Med n terminer sa betales totalt n K tilbake til banken nar annuitetslanet er innfridd.

Ved innfridd lan er summen av avdragene lik lanet, dvs. K. Resten er renteutgifter.

Den totale renten R2"™ som betales til banken er derfor:

nk = Ko+ R™

0

R™™ = nK — K,

(5.243)
(5.244)

(5.245)

hvor sammenhengen mellom stgrrelsen Ky pa lanet og terminbelgpet K gitt ved: lign. (|5.239))

(1+7)"—1

Ky = K
0 r(14+r)"

(5.246)

Siden vi skal finne R2™ uttrykt ved Ky sa lgser vi lign.([5.246) med hensyn pa K alene

og deretter skriver den litt om:

1+7)m T
o +n7”) RS
r Kor
= Ko 1 - - 1
T 1+ 4
Dette innsatt i lign.(5.245)):
K,
R™ = nK-K, = n—0" K,
L= @
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b) Denne oppgaven dreier seg om tilbakebetaling av et annuitetslan pa Ky = 1900000 NOK.

Altsa banken bidrar med innskuddet Ky og du, som lanetaker, ma betale tilbake

de arlige terminbelgpene K til banken.

Fra lign.(5.248) fra oppgave a foran innser vi at:

lign. (5.248) Kyr

K - 1
1 - (14r)™
900000 - 0.05
= — NOK =~ 123598 NOK
L— (1+0.05)30

c) Dette er et annuitetslan.

(5.251)

(5.252)

De totale renteutgiftene i lgpet av nedbetalingstiden pa 30 ar er da gitt ved lign.([5.250)):

ann  lign.(5.250) nr
i : Ky [1_—1 - 1]
(I+m)™
30-0.05
= 1900000[—1—1} NOK
1 - (1+0.05)30

= 1807932 NOK

d) Fra oppgave c pa side vet vi at de totale renteutgiftene ved serielanet var
R 2~ 1472500 NOK. Sammenlignet med lign. (5.255) ser vi at:

serielanet er billigst
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5.4 Konvergente og divergente rekker: n — oo

Nar man summerer rekker sa er det ikke alltid at det bare summeres over et endelig antall ledd.
Det finnes ogsa mange rekker som har uendelig antall ledd n.

Dersom summen av en rekke S, gar mot et fast tall, som vi kan kalle S, nar n — oo, sier vi at
rekken KONVERGERER.

Dersom rekken ikke konvergerer, sier vi at den DIVERGERER.

Definisjon: ( konvergens og divergens )

lim S, =S & rekken konvergerer (5.257)
n—oo
lim S, eksisterer ikke & rekken divergerer (5.258)
n—oo
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5.5 Geometriske rekker: n — oo

Setning: ( sum av GEOMETRISK rekke, uendelig n ) E

Gitt en geometrisk fglge

ap = a (startledd) (5.259)
Qi1 = /{;ai 1= 1,2,3,...,n (5260)
Dersom —1 < /< 1 sa er summen av rekken S = lim, .S, gitt ved: H
[ —— 1<k<l (5.261)
C1l—k ‘
|
-2 -1 0 1 2
I I I I | S
| | | | | >k
divergerer konvergerer divergerer

Figur 5.18: Divergens og konvergens.

18Sammenlign denne setningen med den p4 side
YFor k < —1 eller k > 1 DIVERGERER den uendelige summen.
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Bevis:

La oss se pa den geometriske rekken:

S = S akt = @(W+k%+ﬁ+
=1

Summen av denne rekken er gitt ved lign.(5.160)):

Sn lign. @ k]: _11

“.+—k">

La oss ta med uendelig mange ledd i lign.([5.262)), dvs. vi lar n — oo.
Siden —1 < k < 1 sé er k¥ =% 0. Dermed blir summen med uendelig mange ledd folgende:

. lign.(5.263) .. 1—-k"
lim S, = lim aq 7 = m

n—00 n—o00 — k

hvor a; = a.

n—,oo

20Prgv f.eks. med k = 1/2 sa innser du at k" "— 0.
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Eksempel: ( naverdi K, ved utbetaling til evig tid, dvs. n — o0 )

I et tidligere eksempel fant vi hvor stort ma startinnskuddet/naverdien| K, vaere for at vi skal fa
utbetalt et bestemt, dvs. konstant, terminbelgpet K hver termin. Med n antall terminer fant vi
at denne naverdien K var gitt ved lign.(5.246)):

ign.(5.246] 1 "—1

K lig K & (5.265)
r(1+4r)"
— ——

annuitetsfaktor

a) Dersom vi gnsker a fa utbetalt belgpet K hver termin til evig tid,
hvor stort ma startinnskuddet vaere da?

Du har 100000 NOK som du kan avse og som du setter i banken pa en hgyrentekonto. Renten er
7 %. Du gnsker a bruke terminbelgpet du far utbetalt til godteri. Hoyrentekontoen har en arlig
kapitalisering av renten. Forste utbetaling skal skje ett ar, dvs. én termin, etter at belgpet pa
100000 NOK er satt inn pa konto.

b) Hvor mye kan du ta ut i fremtiden i hver termin, dvs. hvert ar i all fremtid?

godteri

Figur 5.19: Godteri.
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Kommenter svaret i oppgave b.

Istedet for a fa ubetalt et fast belgp til evig tid sa gnsker du heller a fa utbetalt et
bestemt terminbelgp de neste 20 arene.

Hva hvor mye kan du arlig bruke pa snop de neste 20 arene?

Kommenter svaret i oppgave d.
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Lgsning;:

a) Dersom vi gnsker a fa utbetalt belgpet K hver termin til evig tid ma vi la n — oo.
Det er lettere a se hva startinnskuddet K er dersom vi skriver om lign. (5.265):

1 | [EEwST
Ky, = K % : (1+1) (5.266)
r(147) atr)m
1— 1
= K (5.267)
r
Med en rente r > 0 blir faktoren:
li = 2
T (5:265)

og tilhgrende annuitetsfaktor blir redusert til %
Dermed blir startinnskuddet/naverdien Kjy:

1
Ko = K- (5.269)
- T

som selvsagt ogsa kan skrives Ky = K/r.
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b)  Du har 100000 NOK disponibelt i dag, dvs. Ky = 100000 NOK. Lgser lign.([5.269))
med hensyn pa terminbelgpet K:

K lign. K(ﬂ’ (5270)

Med renten r = 0.07 kan man ta ut:
K = Kyr = 100000-0.07 NOK = 7000 NOK (5.271)

hvert ar i all fremtid.

c) Kommenter:

Siden dette skal vaere evigvarende sa er det kun renten du kan ta ut hvert ar.
Terminbelgpet K = 7000 NOK er kun rente. Belgpet pa 100000 NOK er ubergrt.
Man lever kun pa renten.

d) Siden fgrste utbetaling skal skje ett ar, dvs. én termin, etter at belgpet Ky er satt inn

sa gjelder lign.(5.248)). Med rente » = 0.07 blir dermed den faste arlige utbetalingen,
dvs. terminbelgpet K:

lign. (5.248) Kyr

g "€ 0 (5.272)
"
100000 - 0.07
= —— 7 NOK ~ 9439 NOK (5.273)
L - (140.07)20
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Kommentar:

Siden du skal ta ut kapitalen i lgpet av en endelig tid, i dette tilfellet 20 ar,
sa bestar terminbelgpet K av bade rente og utbetaling av deler av

startkapitalen pa 100 000 NOK. Etter 20 ar har du tatt ut all renten og hele startkapitalen.
Etter 20 ar er du blakk!
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5.6 Oversikt finansmatematikk

Rekker og folger spiller en viktig rolle i finansmatematikk, dvs. pengenes tidsverdi. Figuren neden-
for viser en oversikt over hva vi skal ta opp som tema i dette avsnittet om finansmatematikk.

Aritmetisk

n’te ledd i
aritmetisk rekke:

a,=a, +(n-1)d

a,;=a,-(n-1)d

konstant

terminbelgp =

avdrag + rente

A 4

Serielan

serie
Rn

(totalt rentebelgp)

Rekker

Geometrisk

(kontinuerlig rente)

K, =K, exp(r-t,) I(—

n’te ledd i
geometrisk rekke:

K, = Ky(1+r)"

(renteformelen

(naverdi)

Ko =K, exp(- r-t,) k_ Ko = K,/(1+r)"
(ndverdived kontinuerlig rente) konstant
terminbelgp = avdrag + rente
A 4
Annuitetslan

ann
Sn

K

(oppsparing)  (naverdi)
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Kapittel 6

Integrasjon

fix) /N

Figur 6.1: Integral.
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6.1 Motivasjon: Areal under graf

Eksempel: ( areal under graf , BOK105 Finansregnskap 1)

Glamox er en norsk produsent og leverandgr av belysning og varmeovner.

Glamox lanserer en ny panelovn som opptyller kravene 1 EUs gkodesignforordning, se figur (6.2}
Anta at Glamox har en kapasitet pa a produsere 1000 slike panelovner per dag.

Nar Glamox starter med produksjon av en ny artikkel sa er det en viss treghet i produksjonen i
den forstand at det tar litt tid fgr antall panelover som produseres per dag nar den maksimale
kapasiteten Ny.x = 1000.

Anta at den daglige produksjonen gar etter modellen:

N(t) = N (1 - e*at> (6.1)

hvor

N(t) = antall produserte panelovner per dag, ¢ dager etter oppstart (6.2)

Npax = 1000 (6.3)

= produksjonskapsiteten (max antall produserte panelovener per dag)
a = 08 (6.4)

t = antall dager etter oppstart (6.5)

iy,
4 5P GLAMOX

Figur 6.2: Panelovn.
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Lager verditabell og plotter N(t) for ¢ € [0..10] slik som vi gjorde i gving 4:

N(t) 0 798 959 992 998 999.7

1000
N(t)
750
500

250

0 t  (antall dager)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figur 6.3: Antall produserte panelovner N (7).

Spgrsmal:

Hvor mange panelovner blir produsert i lgpet av de 3 forste dagene?

Svar:

antall panelovner som blir produsert ila. de 3 forste dagene = det bla arcalet under grafen til N ()
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Eksempel: ( areal under graf , SCM200 Lager- og produksjonsstyring )

Hustadmarmor AS er en stor produksjonsfabrikk i Elnesvagen i Freena kommune. Bedriften pro-
duserer og leverer “slurry’. Slurry er en flytende hvit veeske produsert fra kalkstein og marmor
som brukes i fyllmasseindustrien over hele verden, blant annet i papir og tannkrem, se figur

Nar slurryen er ferdigprodusert sa lagres den i en stor lagertank.
I gving 2 sa vi pa hvordan vi kan styre lagernivaet i tanken ved hjelp av enkle matematiske linesere
modeller.

Hustadmarmor AS overvaker lagernivaet kontinuerlig ved hjelp av hgydemalere i tanken.
Lagernivaet kan beskrives av balanseligningen ved tiden ¢: E|

it) = g(t) = dt) + o (6.6)

hvor  (tiden ¢ males i antall timer)

i(t) antall tonn slurry pa lager i tanken ved tiden t, (“inventory”) (6.7)
q(t) = antall tonn slurry inn i tanken ved tiden ¢, dvs. produksjon (6.8)
d(t) = antall tonn slurry ut av tanken ved tiden ¢, dvs. etterspgrsel, (“demand’)  (6.9)

ip = lagernivaet ved tiden t =0 (i tonn slurry) (6.10)

;:_; “

¢ :6??3"

19491 puInl

Figur 6.4: Hustadmarmor. Slurry.

! Balanselikningen er sveert sentral i all lagerstyring.
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Anta at etterspgrselsraten D av slurry er konstant, dvs. etterspgrselen d(t) er lineeer i tid:
d(t) = Dt (6.11)

hvor D altsa er den konstante etterspgrselsraten. Anta videre at produksjonshastigheten a av
slurry hos Hustadmarmor ogsa er konstant, dvs. produksjonen ¢(t) er lineer i tid:

q(t) = at (6.12)

hvor a altsa er produksjonshastigheten, antall tonn slurry produsert per time. Denne produksjons-
hastigheten a kan bestemmes av Hustadmarmor.

Fra gving 2 fant vi, ved lign., at lagernivaet kan beskrives av fglgende ligning:

i) = (a— D)+ o (6.13)

Det koster penger a ha slurry pa lager. Anta at

NOK
h:O.04L

tonn time

(6.14)

altsa det koster 0.04 NOK per tonn per time a ha slurry pa lager i tanken.
Dermed er:

c(t) = hi(t) (6.15)

kostnaden per time a ha slurry pa lager i den aktuelle tanken.
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Anta i tillegg at:

tonn tonn

D =35 io = 10000 tonn (6.16)

time

Da kan vi plotte kostnaden per time ¢() for ¢ € [0..10 000]:

) 800

( NOK )700
time

600
500
400
300
200

100

0 t (antall timer)

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 |9000 10000

8760

Figur 6.5: Kostnad per time ¢(?).

I ett ar er det:

24365 = 8760 timer (6.17)
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Spgrsmal:

Hva er de totale lagerkostnadene etter ett ar?

Svar:

totale lagerkostnader etter ett ar = det bla arealet under grafen til ()

I de neste avsnittene skal vi finne ut hvordan kan regner ut slike areal under grafer.
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6.2 Definisjon av integral

De 6 rektanglene i figur kan er nesten lik arealet under grafen fra a til b:

f(x) Ax

f(xs) A ................................... -JA/
f(xg) e / A

- X
d X, X, X3 X4 Xg b
start Xp=2a X;=b slutt
( bestemt integral )
Figur 6.6: Arealet A.
La oss finne det totale arealet A:
A = totale arealet under grafen f(z) mellom a og b (6.18)
som vist pa figuren (6.6). La:
Al’l = 1 — 2o , AIEQ = T2 — X1 , Ai[)g = T3 — Ty , ey ALL'G = Tg — Iy (619)

hvor altsa Az; er bredde nr. ¢, med i = 1,2, 3,4,5,6.
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Da er:

A x> fla) A (6.20)

1=0

tilngermet lik det totale arealet under grafen f(x) mellom x = a og = = b.

Fra figur ser vi at de store rektanglene er for store og de sma rektanglene er for sma
sammenlignet med det eksakte arealet under grafen for det aktuelle rektanglet.

Arealet Ay er litt for stort:

Agiort = Sup f(z;) Az, (6.21)
LLyeeeyLm i=0
mens arealet Ay, er litt for lite:
Ajite = inf Z f () Az (6.22)
1y--5Tn i—0

hvor supremum sup indikerer "stort areal” og infimum inf indikerer ”lite areal”. E| E|

1.00
1

f(x)

0.90 0.95
| |

0.85
1

T 1 1 T T T X
1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

Figur 6.7: Visualisering av "sup” og "inf”.

27sup” og ”inf” skal vi ikke bruke andre plasser enn akkurat her i dette kurset.
3Her har vi generelisert fra 6 rektangler til et vilkarlig antall n rektangler: 6 — n.
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Dersom n — oo sa blir rektanglene mindre og mindre.

A = Z f(z;) Az (6.23)
=0
b
TH_O)O Agstort = Alite = / f(x) dz (624)

hvor vi som en enkel huskeregel kan skrive: "7 Y [ og Az =% da.

Dermed:
A = SUM av co mange sma rektangel under grafen f(z) mellom a og b  (6.25)
= lim 2% f(a:) A (6.26)
b
= f(z) dx (6.27)
hvor
f(z) = integrand (6.28)
/ = integraltegn (6.29)

hvor lign. (6.27) er pa formen: [ stl;rttt
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Konklusjon:

Vi mangler en enkel mate a regne ut et areal under en graf pa.
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6.3 Fundamentalsetningen for integral

La oss finne det totale arealet A pa en alternativ mate enn i forrige avsnitt. La:

A = totale arealet under grafen f(x) mellom a og b (6.30)

= / f(z)dx (6.31)

veere arealet som vist pa figuren til venstre i figur . For a finne dette arealet trenger vi et
hjelpeareal, A(x). Hjelpearealet, eller arealfunksjonen, er arealet mellom a og x:

A(x) = arealet mellom a og = (6.32)
_ / oL (6.33)
b X
[ f(t) dt [ f(t) dt
y |A Y |A(x) P

X >
a b a X b
start slutt

Figur 6.8: Areal.
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La Az veaere en liten tilvekst til x. Rektanglet f(z)Axz er litt mindre enn det eksakte arealet.
Rektanglet f(x 4+ Axz)Ax er litt storre enn det eksakte arealet. Det eksakte arealet er:

cksakt areal = A(z+ Azx) — A(x) (6.34)

Dermed kan vi sette opp ulikheten: El

flx)Az < Alx+ Az)— A(z) < f(z+ Az)Az (6.35)

Az + Az) — A(x)
Ax

flz) < < flz+Ax) (6.36)

Via definisjonen av den deriverte i lign.(3.4)) innser man at, i grensen nar Az — 0, sa er
A(x—l—AAa:)—A(x) Az—0 dA(x)
T dx

flz) = (6.37)

altsa

A(z) = antideriverte av f(z) (6.38)

flx)
/;‘1: flx + &x}i

a x x+Ax b

Figur 6.9: Areal av rektangel.

*I dette kompendiet antar vi at grenseverdien i lign.(6.36) eksisterer.
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Oppgaven er a finne A(x), istedet har vi funnet et uttrykk for

Finnes det da en entydig A(x)?

(
dx

Via eksemplene pa side sa innser vi at alle funksjoner som er slik at

er en lgsning til lign.(6.38)), hvor C' = konstant og

F(x) = antiderivert av f(z) (bestemt av

Aw) "B [ i

= A

——
Det totale arealet under grafen f(z) mellom a og b er dermed, se figur

[5S

A(slutt) — A(start)
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Setning: ( |fundamentalsetningen for integral )

Anta at f(z) er en kontinuerlig funksjon. Da er:

/ f(z) dz = F(b) - F(a)

(6.47)

hvor

altsa  F(z) = antideriverte av f(x).

Konklusjon:

Vi finner arealet under en graf dersom vi finner den antidertiverte til integranden f(x).

Hvordan finner vi den antideriverte til en funksjon? Se neste avsnitt.

o b
'[1 J(x) dx

Figur 6.10: Integral.

315

(6.48)


http://no.wikipedia.org/wiki/Analysens_fundamentalteorem

antiderivasjon

Siden integrasjon og derivasjon er inverse operasjoner sa kan vi,
som en uformell huskeregel, skrive:
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6.4 Antideriverte og integral

Definisjon: ( lantideriverte )

La f(x) veere en funksjon. Hvis F'(z) er en funksjon slik at

d F(z)
= 6.50
")~ (6.50)
sier vi at F'(x) er en antideriverte til f(z).
~——
antiderivert
[
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Eksempel: ( antiderivert )

= f(=)
—

F(z) = 2*4+22+C = antidertivert( 372 +2

= F(x) = f(2)
d ’ D) N —N—
e e!+y +C ) =€V +2y
xr

= f(z)

9 . . —
F(z) = e +y*"+C = ant1dert1vert< e’ +2y >

= F(x) = f(z)
d t t t
— | te —e"+C | = te
dz
= f(z)
N
F(r) = te" —e'+C = antidertivert( te >

At de antideriverte blir som de blir innser man ved a ga BAKLENGS.

318

(6.51)

(6.52)

(6.53)

(6.54)

(6.55)

(6.56)



Eksempel: ( integrasjon )

Finn arealet A avgrenset av den kvadratiske funksjonen: |E|

flz) = —2* +4a (6.57)

og intervallet [a,b] = [0, 4], dvs. finn:

A :/o f(x) dz (6.58)

Lgsning;:

For illustrasjonen sin del, la oss plotte funksjonen:

f(x) = - x2+4x

areal A \

a=0| -1- b=4

Figur 6.11: Funksjon f(z) = —a? + 4x.

® Lign.(6.57) er en kvadratisk funksjon. I kapittel [2| side leerte vi om kvadratiske funksjoner.
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Fra lign.(6.58) far vi:

Funksjonen

er den antideriverte av f(z).

. b
2= [

1
F(z) = §x3 + 222

(S

Bruker integralregningens fundamentalsats i lign.(6.47): E|

_ /04 () do

6Husk: A = fssmtt

tart

4
/ (—2”+4x)do
0

(antideriverte)
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Eksempel: ( integrasjon )

Finn arealet A avgrenset av den kubiske funksjonen, dvs. 3. gradsligningen

f@) = a'—a
og intervallet [a,b] = [—1, 1], dvs. finn:

A= /_1 (@) da

1

Lgsning;:

For illustrasjonen sin del, la oss plotte funksjonen:

f(x) .
f(x) =x3-x

areal A

a=-1 _ b=1

Figur 6.12: Funksjon f(x) = 23 — x.
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Fra lign.(6.58) far vi:

, b
4 oS / F(z) dz (6.68)

1
= / (2 —a)da (6.69)

-1

Funksjonen
1, 1, o

F(z) = 7% + 5% (antideriverte) (6.70)

er den antideriverte av f(z). Bruker integralregningens fundamentalsats i lign.(6.47): []

1

4 = | f(zx) da (6.71)
= F(1) = F(-1) (6.72)
= }1-14—%.12 — (i-(—4)4—%-(—1)2> (6.73)
=0 (6.74)

Kommentar:

Ut fra figur (6.12)) ser vi at arealet under z-aksen er like stort som over.
Disse opphevner hverandre, og integralet er null.
Arealet under grafen representerer et negativt areal.

"Husk: A = fsmtt

start *
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6.4.1 Noen regneregler

Her setter vi opp noen generelle regneregler for integrasjon uten bevis.
Stemmer disse reglene med din intuisjon?

For en kontinuerlig funksjon f(x) gjelder at:

/ab flx)dr = / flx)de + /Cb fz)de (a<c<b)  (6.75)
/b fleyde = = / f(w)de (6.76)
/ab [f(z)+g(x)] dz = ab f(x)dz + /: g(x) da (6.77)
/a kfwyd =k / | fw)ds (k = konstant) (6.78)
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Noen regneregler| for antiderivasjon:

/

/k;d;r:
/JB”dJE
/ldx

T

1
Tr+a

/ e™ dx

dx

kx + C

.’13”+1

n+1

Injz| + C  x#0

Injz+al + C x+a#0

(6.79)

(6.80)

(6.81)

(6.82)

(6.83)
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6.5 Eksempler pa integrasjon innen gkonomi og logistikk

Eksempel: ( areal under graf , integrasjon , SCM200 Lager- og produksjonsstyring )

La oss fortsette pa eksemplet fra side

Siden

c(t) LD g

er kostnaden per time a ha slurry pa lager i tanken sa er

K(T) = /OTc(t)dt - h/OTi(t)dt

den totale kostnaden ved a ha slurry pa lager i T" timer.

Figur 6.13: Hustadmarmor. Slurry.
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a) Vis at den totale kostnaden K(7') av a ha slurry pa lagertanken i 7' timer er gitt ved: ﬁ

1
K(T) = h(a— D)§T2 + hioT (6.86)
b) Anta at:
tonn tonn .
a=4 — , D =35 — , 10 = 10000 tonn
time time

Anta videre at det koster 4 gre per tonn per time a ha slurry pa lager, dvs.

ho— 0.04 0K

tonn time

Hva er den totale lagerkostanden K (7') etter ett ar?

$Man kan faktorisere lign.(6.86), men det har ingen stor hensikt her.

326

(6.87)

(6.88)



Lgsning;:

a) Vi setter lagernivaet i(t) = (a — D)t + iy fra lign.(6.13)) inn i lign.(6.85)):

. T
() el / i(6) di (6.89)
= 0
T
- h/ <(a—D)t+z’0)dt (6.90)
0
T T
— h(a—D)/ tdt + hio/ 1dt (6.91)
0 0
T T
= h(a—D)/ tdt + hio/ 1dt (6.92)
0 0
— ha-D) (L2 Lte2) 4 oni (T—o) (6.93)
2 2 0 '
1
= h(a — D) §T2 + higT ,  qed. (6.94)
fordi
d(1,\
a(ﬁt ) — ¢ (6.95)
og
d
%<t> =1 (6.96)
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b) Ett ar tilsvarer 7' = 24 - 365 timer = 8760 timer.
Bruker formelen i lign.(6.94)):

ign. (6. 1
K(8760) ™ ha—D)ST? + higT (6.97)

1
= (0.04-(4—3.5)587602 + 0.04-1000O-8760> NOK  (6.98)

— 4271376 NOK (6.99)

Den totale lagerkostanden etter ett ar er K (8760) = 4271376 NOK,
altsa litt over 4.2 millioner NOK.
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Eksempel: ( areal under graf , integrasjon , BOK105 Finansregnskap 1)

La oss fortsette pa eksemplet fra side [302

Siden
N(t) = Ny (1 . e_“t) (6.100)
er antall produserte panelovner per dag, t dager etter oppstart, sa er

Ny (T) = /0 N (6.101)

det totale antall produserte panelovner produsert etter T" dager.

Figur 6.14: Panelovn.
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a) Vis at det totale antall produserte panelovner produsert etter 7' dager er gitt ved: ﬂ

Nmax _
Ntotzd(T) - NlnaXT + 7<€ ol _ 1) (6102)

a

b) Anta at:

Naax =1000 ;| a=0.8 (6.103)

Hva er det totale antall produserte panelovner produsert etter 3 dager?

9Man kan faktorisere lign.(6.86), men det har ingen stor hensikt her.
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Lgsning;:

a)  Visetter N(t) = Ny (1 . e"”) fra lign. (6.100) inn i lign. (6.101):

T
li n.-6.101
Ntotal(T) ® — / N(t) dt
0

T
= / Niax (1 — e_at> dt
0

T T
= Nmax/ 1dt — Nmax/ e " dt
0 0

N,
— Nax <T — 0) L (e_“T — e_a"0>
a

fordi

0g
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b) Etter T' = 3 dager, og bruker formelen i lign.(6.108|):

ign. (6. Nmax —
Noe(3) "ED N T4 —(e ol _ 1) (6.111)
a
1000
—  1000-3 + —<e—0-8'3 - 1) (6.112)
0.8
— 1863 (6.113)

Det totale antall produserte panelovner produsert etter 3 dager er Ny, (3) = 1863.
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Kapittel 7

Funksjoner av flere variabler

Figur 7.1: Sadelpunkt.
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7.1 Funksjoner av to variable

Definisjon: ( funksjon av to variable )

z= f(z,y) = funksjon av x og y hvor det for hver verdi av tallparet (z,y) kun finnes

en og bare en verdi for f(z,y) (7.1)

hvor z og y ofte kalles de uavhengige variabelene eller bare argumentet og z = f(x,y) kalles ofte
funksjonsverdien.

[
Definisjon: ( definisjonsmengde og verdimengde )
definisjonsmengde = alle mulige tillatte verdier av x og y (7.2)
verdimengde = alle mulige funksjonsverdier til z = f(z,y) tilhgrende alle (7.3)
tillatte verdier av x og y
[
Eksempel: ( funksjon av to variable )
z = f(x,y) = 22°y+3y (7.4)
z = glz,y) = 2 +y° (7.5)
z = h(r,y) = Inx+1Iny (7.6)
[
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function machine

z=f(xy)

Figur 7.2: Skjematisk illustrasjon av en funksjon med to variable, z = f(x,y).
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7.2 Grafisk fremstilling av funksjoner av to variable

Det er vanlig a si at:

e rett linje:  en dimensjon, 1D
e et plan: to dimensjoner, 2D

e ct “rom”: tre dimensjoner, 3D

Ordet “rom” brukes ofte i matematikken i en mer generell betydning. Matematikere opererer bade
i 4-dimensjonale og 5-dimensjonale rom. Generelt n-dimensjonale rom. Det er sveert vanskelig, for
ikke a si umulig, a visualisere rom med mer enn 3 dimensjoner. Men det gar fint an a regne med
n dimensjoner.

(0,0, 3) (0,4,3)

|:J___\_.-N

3 4
| _\ P2, 4,3) (2,0, 3}

P2, 4,3

]
n _‘._—___l_______

(2,4,0)

=
I
I
|
I .
I 1
I
| {
I
S
A
-
]
L
o
o
:
1
|
1
4
1
1
!
}
=
2
=2
<

Figur 7.3: Man trenger et 3D rom for a illustrere funksjoner av to variable, z = f(z,y).
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Figur 7.4: Funksjoner med to variable, z = f(z,y).
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7.3 Grafisk fremstilling og nivakurver

Det kan fort bli komplisert a tegne grafen til en funksjon z = f(z,y) i 3D rom. Derfor tar man
ofte 2D snitt av 3D kurver og plotter dem i en 2D graf. Det er samme prinsipp som man finner i
kart: der tegnes kurver gjennom punkter med samme hgyde over havet. Disse kurvene kalles koter
eller nivakurver.

Definisjon: ( nivakurve )

Gitt funksjonen z = f(x,y) av to variable z og y. Nivakruven i hgyde c over (eller under) xy-planet
kan da skrives:

Dette er skjeeringskurven mellom grafen f og det horisontrale planet z = c.
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Eksempel: ( nivakurve )

Paraboloiden

flzy) = 2*+ ¢ (7.8)
og tilhgrende nivakurver er plottet i figur (7.5)):
7 y
A
1 ;
2
1
Planet z =z, o //—\\ >
NS
- Y -2
b1

Figur 7.5: Venstre: paraboloiden f(x,y) = 2% + y*. Hgyre: nivakurver forf(z,y).
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7.4 Partielle deriverte

I kapittel leerte vi om den deriverte, eller stigningstallet, til en funksjon med en variabel f(z). For
en funksjon f(z,y) med to variable kan vi tilsvarende regne ut den deriverte med hensyn pa x
eller med hensyn pa y. Nar man deriverer med hensyn pa x sa holdes y konstant. Og omvendst.
Det meste av det som vi leerte om i kapittel [3| kan derfor enkelt utvides til to dimensjoner:

Definisjon: ( jpartiell deriverte, deriverte med to variabler, med ord ) EI

0 f(xg,1 . . .
f(aoyo) = den deriverte til funksjonen z = f(x,y) mhp. z (7.9)
x
i punktet x = xg og y = Yo (7.10)
= stigningstallet til tangenten til grafen i punktet x = z9 og ¥ = yo
1 z-retning (7.11)
[ |
z 4
! Stigning T
: o i
‘-’_"'*:“‘”--\ | ax Stigning |
1P o { e
¥,
A e

Figur 7.6: Venstre: %i’y)_ Hoyre: 3fé§7y)_

!mhp. = med hensyn pa
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Definisjon:  ( partiell deriverte, teknisk )

of(xy) . flz+Azy) — f(z,y)

ox o Alggo Azr (7.12)
of(x,y) . flo,y+Ay)— flz,y)

oy N Alzrgo Ay (7.13)

Kommentarer:

e den deriverte = en grenseverdi

den deriverte = stigningstall (i en retning )

Dersom grenseverdien eksisterer i et punkt x = xg og y = 1 sies funksjonen a veere deriverbar
i punktet.

Tolkning: - et mal for hvor raskt funksjonen endrer seg i punktet

- et mal pa “bratthet”
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Eksempel: ( partiell deriverte )

Finn de partiell deriverte av funksjonen:
z = flz,y) = 322+ day + 11y (7.14)

Hva er stigningstallet i punktet (1,1) for z og y- retningen hhv.?

Lgsning:

0z 9 f(z,y)

2= 20V Gptd 1
o e T+ 4y (7.15)
0z 0 f(z,y)
_— = — =/ 22 7.16
7 9 x + 22y (7.16)
Stigningstallet i punktet (1,1) i z-retningen er:
of
—(1,1) =6-14+4-1 =1 7.17
8:95( ) + 10 (7.17)
Stigningstallet i punktet (1,1) i y-retningen er:
of
—(1,1) = 4-1+22-1 = 2 7.18
@( ) + 26 (7.18)
|
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Eksempel: ( partiell deriverte )

Finn de partiell deriverte av funksjonen:

z = f(zr,y) = In(zy’) (7.19)

Hva er stigningstallet i punktet (1,2) for z og y- retningen hhv.?

Lgsning;:

Kjerneregelen med g(u) = Inu og kjernene u(z) = y*x og v(y) = xy? gir hhv.:

oz  Of(x,y)  Og(u)ou 0

o % - ou 9 - %(mu)—x(y%) =T Y T i (7.20)
i = 3féz,y) = agiv)g—;} = %(lnv)a—y(mﬁ) = %21‘3/ = %y22xy = i (7.21)
Stigningstallet 1 punktet (1,1) i a-retningen er:
IR, -
Stigningstallet i punktet (1,1) i y-retningen er:
afély’ o2y (7.23)
|
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7.5 Retningsderivert

[ avsnitt [7.4] leerte vi hvordan vi kunne regne ut stigningstallet i z-retningen og i y-retningen ved
hjelp av partiell deriverte for z og y hhv.

Hva om vi gnsker a finne stigningstallet i en vilkarlig retning, f.eks. langs linjen y = x, se figur

il

N Strigningstallet til tangenten til f(x,y)
langs y(x) = x

f(x,y) langs y(x) = x

Figur 7.7: Retningsderivert.
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Definisjon: ( retningsderiverte)

Den retningsderiverte,dvs. stigningstallet, til en funksjon f = f(z,y) langs retningen a enheter
langs z-aksen og b enheter langs y-aksen er definert ved:

of of
retningsderivert = aalf + ba;j (7.24)

Eksempel: ( retningsderivert| )

Finn stigningstallet i punktet (1, 1) til funksjonen fra eksempelet pa side langs linjen y = .

Lgsning;:

Retningen definert av ligningen y = x fas ved a ga 1 enhet langs x-aksen og 1 enhet langs y-aksen,
dvs. a =1 og b = 1. Stigningstallet langs denne retningen er:

9 f(1,1) of(1,1) _
=gy b 1 l12=3 (7.25)
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7.6 Maksimum og minimum

Definisjon: ( stasjonaert punkt )

Punktet (xq, 7o) til funksjonen f(x,y) med to variabler kalles stasjongert dersom fglgende betin-

gelser er oppfylt:

ox

df (o, vo)

0

Lign.(7.26|) tilsvarer at tangentplanet i punktet (xy,) er horisontalt, altsa flatt.
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Setning: ( klassifisering av stasjonaere punkter )

La f(z,y) veere en funksjon som har kontinuerlige 1. og 2. ordens deriverte i hele sitt definisjons-

omrade Dy. La videre:

def.
A =
def.
B =
def.
C =

Det stasjonaere punktet (g, o) bestemt av:

af(fﬁoayo)

=0
ox

er da klassifisert pa folgende mate:

0 f(z,y)
02
9 f(x,y)
ox 0y
0% f(z,y)
0y?

AC —B*>0 og A>0:

AC—B*>0 og A<O0:

AC—B*<0 og A<O0:

AC —B*=0 og A<0:

(20, Yo) er et minimumspunkt

(20, Yo) er et maksimumspunkt

(20, yo) er et sadelpunkt

testen fungerer ikke
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Eksempel: ( maksimum og minimum )

a) Plott funksjonene:
2 o= flzy) = 2" +y

2 = glry) =9-2"—y

b) Finn de stasjoneere punktene til f(z,y) og g(x,y).

L@sning:

a) Plott av funksjonene:

z
A
_ \ /
Or N
oy _ \ /
dy o ’/

( min. punkt)

Figur 7.8: Funksjonene f(z,y) = z? + y?
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( maks. punkt )

dg(x,y)
Oz

dg(z,y)

By

og g(v,y) =9—2° -y




i)

1. ordens deriverte til f(x,y):

(% y) - (07 0)

ii)

f (z,y)

0 2 2

2x

1. ordens deriverte til g(z,y):

9g(z,y)
ox

349
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(7.37)

(7.38)
(7.39)

(7.40)

(7.41)

(7.42)
(7.43)

(7.44)

(7.45)

(7.46)
(7.47)

(7.48)



(z,y) = (0,0)

[
DO
<

I

<
I
o

er et stasjonzert punkt for g(z,y).
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Eksempel: ( sadelpunkt )

a) Plott funksjonen:

z = flz,y) = 2 —y? (7.53)

b) Finn de stasjonsere punktene til f(z,y) og g(x,y).

Lgsning;:

a) Plott av funksjonen z = f(xz,y) = 2% — y*:

z
oflzy) _

O y
of(z.y)  _

Oy
( sadelpunkt) X

Figur 7.9: Funksjonen f(z,y) = 22 — 2.
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b)

1. ordens deriverte til f(x,y):

|
DO
<

I

<@
Il
o

(z,y) = (0,0) er et stasjoneert punkt for f(z,y).
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Som vi ser av de to foregaende eksemplene: de stasjonaere punktene bestemt av:

d f(x,y) o f(x,y)
o 0 , 5 0 (7.62)

dvs. stingingstallet er null bade i z-retning og y-retning, kan svare til forskjellige typer situasjoner,
f.eks.:

e det absolutt hgyeste punkt, dette er et globalt maksimum
e det absolutt laveste punkt, dette er et globalt minimum

e ct lokalt toppunkt

e et lokalt bunnpunkt

e ct “fjellpass”

e cn flat “fjellhylle”

® OSV.
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7.7 Maksimering/minimering under bibetingelser

Anta at vi skal maksimere z = f(x,y) nar vi samtidig krever at g(x,y) = 0.

Noen eksempel:

Hvis f(z,y) representerer fjellhgyden i et kart, kan f.eks. g(x,y) = 0 representere en sti som vi
ma ga langs. Hva er da det hgyeste punktet langs denne stien, se figur [7.10]:

Hvis f(x,y) representerer fortjenesten ved innsatsfaktorene x og y, kan g(x,y) = 0 representere
budsjettet vi ma folge, dvs. en budsjettbetingelse. Hva er da den storste fortjenesten vi kan oppna?

«Fjellet» f(x,y)
langs stien
glxy) =0

«Stien» g(x,y) =0

N
> X

Figur 7.10: Vi gar langs en sti ¢(z.y) = 0 1 fjellet f(z,v).
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Spgrsmal:

Hvordan skal vi finne lokale maksima til f(z,y) under betingelsen at g(x,y) = 07
Hovedide:

Vi gar langs stien g(x,y) = 0 og sjekker nar stigningstallet til f(z,y) er lik null.

Dvs. vi finner de kritiske punktene til f langs stien g(z,y) = 0. Sagt pa en annen mate:

Vi setter den retningsderiverte av f(z,y) i retning av stien g(z,y) = 0 lik null.

Figur viser at de lokale maksimaene til f(x,y) langs stien g(z,y) = 0 har stigningstall lik 0,
dvs den retningsderiverte i retning av stien er lik null.

«Fjellet» f(x,y)
langs stien

g(xy)=0

«Stien» g(x,y) =0

N
> X

Figur 7.11: De kritiske punktene til f(z,vy) langs stien ¢(r, y) = 0.
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Anta vi star i punktet (z,y). Fra avsnitt husker vi at den retningsderiverte av f(z,y) langs
retningen hvor vi gar a enheter langs z-aksen og b enheter langs y-aksen var gitt ved:

of of

Figur viser kun stien g(x,y) = 0 som vi gar langs i xy-planet. Anta na at vi kan beskrive

stien ved y = y(x), dvs. som en funksjon av a:E| Retningen til stien i punktet (z,y) er gitt ved

tangenten til grafen i punktet (z,y). Dvs. dersom vi gar en enhet langs z-aksen, gar vi % enheter
langs y—aksen. Vi har mao. argumentert for at a =1 og b = %.

y(x) Retning vi gar i S_I =b
N
(oY) g7 P
i a=1
«Stien» g(x,y) =0
y(x) =y
N
~> X

Figur 7.12: Stien g(x,y) = 0 uttrykt som en funksjon y = y(x)

2Dette steget er helt vesentlig for denne fremgangsmetoden. La f.eks. stien veere gitt som g(z,y) = 2z —y+1 =0
Vi kan da skrive y som en funksjon av z:

g(z,y) = (7.64)
(3 (7.65)
20 —y+1=0
(3 (7.66)
y=2zx+1

Dvs. vi kan beskrive stien ved y(z) = 2z + 1.

3Husk at ‘é—;’ er stigningstallet til tangenten i punktet (x,y).
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Retningsderivert av f(z,y) langs stien g(z,y) = 0 i punktet (x,y) er dermed gitt ved:

194 dvdf

5t oy (7.67)

De kritiske punktene langs stien g(x,y) = 0 finner vi nar den retningsderiverte er lik null, dvs.
nar:

of | dydf
1— — = :
I + iz Dy 0 (7.68)
Dersom vi lgser lign. mhp. %, far vi:
d Yy (89— kort-notasjon f$
dx ‘g—g Iy

Dersom stien g(z,y) = 0 er en enkel funksjon slik at vi kan enkelt beskrive den som en funksjon
y = y(z), sa er alt vel. Problemet er at dette sjeldent lar seg gjore i praksis - kun i teorien. Vi ma
derfor uttrykke ‘fl—;’ ved hjelp av funksjonen g(z,y) i stedet.
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Heldigvis kan vi gjgre dette ved hjelp av den sakalte kjerneregelen for to deriverte, som sier at

dersom vi har gitt en funksjon g = g(x,y), hvor y = y(z), sa er

dg _ 0fdr _0fdy _ Of _0fdy
de Oz dx oy de Oz Jy dx

Siden vi krever at g(x,y) = 0, sa er ogsa %ﬁ’y) =0, som gir at

of , 01dy _

ox dy dx

Dersom vi lgser lign. mhp. %, far vi:

dy . % kort-notasjon Gz
- =3 = 2=
dx 8—5 Gy
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Via lign.(7.69) og (7.72)) har man da:

dy dy

-~ = 2 (7.73)

dx s dx g

e _ (7.74)
Ty Gy

Siden forholdet mellom de deriverte til f(z,y) og g(x,y) er det samme, jfr. lign.(7.74), sa ma
tellerne i lign.(7.74]) veere proporsjonale. Det samme gjelder for nevnerne. La oss kalle denne
proporsjonalitetsfaktoren, eller multiplikatoren, for A. Lign.([7.74) impliserer dermed: E|

fy = Agy (7.79)
eller
for = Agx =0 (7.80)
fy — Agy =0 (7.81)

som altsa bestemmer ekstremalpunktet til f(z,y) under bibetingelsen g(z,y) = 0.

4En analogi til lign.(7.78)) og (7.79), la oss se pa broken:
- == (7.75)

Siden forholdet mellom tallene er like sa ma telleren 2 vaere proporsjonal til telleren 1, og tilsvarende for nevneren:

= -1 (7.76)
A2 (7.77)

At den numeriske verdien pa denne proporsjonalitetsfaktoren, eller multiplikatoren, er A = 2 er egenlig ikke sa
interessant for oss her.
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La oss definere funksjonen:

ef.
Lz, \) = fly) = Aglz,y) (7.82)
De stasjongere punktene til L(z,y; \) er bestemt av % =0 og %yy’\) =0, dvs.:
OL(z.y; ) _  Of(ey) \ 0g(z.y)
ox ox ox
OL(@y:A)  _ Oy | 9g(wy)
dy dy oy
= fy = Agy =0 (7.84)
er
de samme som lign.([7.78)) og ([7.79) (7.85)

Med andre ord: a finne de stasjonaere punktene til L(x,y), dvs.:

OL(x,y:N) _ OLwy: N _ o (756)

ox ’ oy

er det samme som a bestemme ekstremalpunktene til f(x,y) under bibetingelsen g¢(x,y) = 0.

TV
!

°Néa gar vi tilbake fra kortnotasjonen f, til differensialnotasjonen W.
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Setning: ( maks/min med Lagrange multiplikatorer )

Funksjonen f(x,y) skal maksimeres/minimeres under bibetingelsen g(z,y) = 0.

Dette optimaliseringsproblemet kan lgses pa folgende mate:

1)  Skriv opp Lagrange-funksjonen:

hvor A = Lagrange-multiplikatoren, en ukjent konstant.

2)  Finn de stasjonaere punktene til L(x,y; A), dvs. regn ut:

O L(z,y; \) OL(x,y; \)
— =0 ,  —a =0 7.88
3)  De 3 ligningene:
OL(z,y;\)
o = 0 (7.89)
OL(x,y; \)
— =0 7.90
o (7.90)
g(z,y) = 0 (7.91)

danner et ligningssystem som kan lgses mhp. = og y.
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Eksempel: ( maks/min med Lagrange multiplikatorer , BOK105 Finansanalyse 1)

Bedriften Rofi i Molde produserer telt til ulike formal. Teltet som Rofi selger mest av kommer i to
versjoner. En standardversjon og en forsterket versjon. Den forsterkede versjonen er mye kraftigere
enn standadversjonen slik at den taler mer veer og vind. Blant annet er vinduene i disse teltene
betydelig forsterket i forhold til standardversjonen, se figur [7.13] Til disse vinduene trengs det 5
ganger mer material enn til standardversjonen.

Anta at det totale resultatet til Rofi ved produksjon og salg av disse teltene er gitt ved:

TR(z,y) = 100(vz+ /y) — 1000 (7.92)
hvor
= antall telt produsert og solgt av standadversjonen (7.93)
= antall telt produsert og solgt av den forsterkede versjonen (7.94)

Rofi kjgper inn totalt 3000 m? av det materialet som brukes til vinduer i disse teltene. Derfor har
Rofi fglgende restriksjon:

z+5y — 3000 < 0 (7.95)

Hvor mange standardtelt x og hvor mange forsterkede telt y bgr Rofi produsere og selge for at
det totale resultatet TR(z,y) skal bli storst mulig?

Figur 7.13: Vindu i telt.
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Lgsning;:

Av apenbare grunner er ma x > 0 og y > 0. Betingelsen i lign.([7.95]) gir videre at x kan maksimalt
vaere © = 3000. Tilsvarende, den storste verdien av y er y = 600. Betingelsen i lign.([7.95)) er derfor
ekvivalent med:

g(z,y) = z+5y — 3000 = 0 (7.96)

dersom 0 <z <3000 og 0 <y <600.

Lagrange-funksjonen blir dermed:

L(z,y;:\) = TR(z,y) — Ag(z,y) (7.97)

De stasjoneere punktene til L(z,y) er:

OL(x,y;\) OL(x,y;\)
e =0 R =0 (7.98)
OTR(z,y) | Og(z,y) _ OTR(z,y) | dg(z,y) _
- AEEE 0 5y AT =0 (7.99)
100-(%x%1+0)—x(1+0) -0 100-(0+%y51)—A(0+5) — 0 (7.100)
D oo, Moo (7.101)

VY
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De to ligningene i lign. sammen med bibetingensen utgjor 3 uavhengige ligninger. Vi har 3
ukjente, z, y og A\. Dermed er dette et ligningssytem som kan ha en bestemt (“entydig”) lgsning.
Vi kan na bruke “innsettingsmetoden” ﬁ Siden A ikke er en interesant stgrrelse i denne oppgaven
kan vi eliminere \ ved a lgse lign. med hensyn pa denne:

1
Do, B (7.102)

v VY

Disse er like, eller trivielt A = A om du vil:

=z - \1/_% (7.103)
r = 2by (7.104)

Dette setter vi inn i bibetingelsen g(z,y) = x + 5y = 3000, lgser, og far:
(x,y) = (2500,100) (7.105)

Med begrensningen pa 3000 m? av det materialet som brukes til vinduer sa vil Rofi sitt totale
resultat maksimeres dersom det produseres z = 2500 og _y = 100.

6Med “innsettingsmetoden” mener vi her rett og slett at man setter en ligning inn i en annen.
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Eksempel: ( optimalisering , innsettingsmetoden VS Lagrange multiplikatorer )

“Trude Nistad’ er et varmemerke innen design av kleer.
Et av plaggene som lages, er kaper. Av en bestemt type kape lages det to versjoner:

A gpesialversjon, type A
B klassisk versjon, type B

Anta at de totale produksjonskostnadene forbunder med produksjon av slike kaper er:

K(z,y) = 92 + 12y 4 50000 (7.106)

hvor

= antall kaper som produseres og selges av type A, dvs. spesialversjon  (7.107)
= antall kaper som produseres og selges av type B, dvs. klassisk versjon (7.108)

Kostnaden er i NOK.

=
(]
-
-
)
(©
EC
x
=
w

Foto:

Figur 7.14: Trude Nistad.
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Det viser seg at det er en sammenheng mellom prisen pa kapene, og antall kaper som produseres og
selges. Anta at Trude Nistad har funnet ut at fglgende sammenhenger mellom pris og etterspgrsel

er en god tilnsermelse til virkeligheten:

pa = 1200 -3z +y
pg = 1500 —2x — dy
hvor
pa = prisen pa en kape av type A, dvs. spesialversjon
ps = prisen pa en kape av type B, dvs. klassisk versjon

Fortjenesten som F(z,y) = pax +psy — K(x +y) er da gitt ved:
(Du skal ikke vise lign.([7.113]). Bare ta den for gitt.)

F(z,y) = —32% — 3zy — 5y + 1191z 4 1488y — 50000 (7.113)

F(x,y) 120000—_

100000

80000

60000

40000—

20000—

150

y 150 X
200 200

Figur 7.15: F(x,y) i lign.(7.113)), 3d plott.
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a) Hvilken fordeling mellom A og B kaper maksimerer fortjenetsen F'(x,y)?
Legg merke til at vi her ikke har noen bibetingelse her. E]

b) Hvilke priser ma Trude Nistad sette pa kapene for a oppna sterst mulig
fortjeneste F'(x,y)? E|

c) Hva blir den maksimale fortjenesten?

"Anta i denne oppgaven at det stasjonzere punktet til F'(z,y) representerer et maksimum. Med denne antagelsen
slipper du & sjekke at det stasjonaere punktet faktisk er et maksimum, og ikke et minimum.

8Altsa finne p, og p, som gir maksimal F(z,y).
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Det viser seg at fabrikken som Trude Nistad bruker ma produsere dobbelt sa mange av kaper av
type A som type B, dvs.

g(z,y) = y—2z = 0 (bibetingelse) (7.114)

Anta i denne oppgaven at:

e det stasjoneere punktet til F'(z,y) under bibetingelsen i lign.([7.114]) representerer et

maksimum [

e verdien av randpunktene til F'(z,y) under bibetingelsen i lign.(7.114)) er mindre enn

verdien av P(z,y) i det stasjonaere punktet H

d) Hvilken fordeling mellom A og B kaper maksimerer fortjenesten F'(z,y) na,
med bibetingelsen? [7]

Bruk innsettingsmetoden.

e) Hvilken fordeling mellom A og B kaper maksimerer fortjenesten F(x,y),
med bibetingelsen?

Bruk Lagrange multiplikator metoden.

9Med denne antagelsen slipper du & sjekke at det stasjonsere punktet faktisk er et maksimum, og ikke et
minimum.

10Med denne antagelsen slipper du & sjekke randpunktene.

UDvs. finn o og y som gir Faks-
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f)  Hva slags pris bgr Trude Nistad sette pa kapene for a maksimere sin fortjeneste?

g) Hva er fortjenetsten da?
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Lgsning:

a) Det stasjoneere punktet til F'(z,y) finnes ved at bade JF(z,y)/0x og OF(x,y)/dy
er null, see lign.([7.26|) pa side

OF(z,y) OF (z,y)
—— =0 — =0 7.115
Partiell deriverte mhp. z:
OF (z,y)
— = 0 7.116
Ee (7.116)
0
%( — 32% — 3zy — 5y* + 1191z + 1488y — 50000) = 0 (7.117)
—6x — 3y + 1191 = 0 (7.118)
Partiell deriverte mhp. y:
OF (z,y)
— =0 7.119
o (7119)
0
a_y( — 3% — 32y — 5y + 1191z + 1488y — 50000) = 0 (7.120)
—3z — 10y + 1488 = 0 (7.121)

Lign.(7.118)) og (7.121]) utgjer et ligningssystem med 2 ukjent og og 2 ligninger.
Dette systemet kan lgses ved “innsettingsmetoden’ B

124Tnnsettingsmetoden” betyr her at man setter den ene ligningen inn i den andre.
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Lgser med hensyn pa y alene i lign.(7.118)):

—6x — 3y + 1191 = 0
1
-3y = 6x— 1191 ’(—§>

y = —2x+ 397

Setter f.eks. lign.(7.124)) inn i ((7.121)):

—3z — 10y + 1488 = 0
—3x — 10(—2x + 397) + 1488 = 0
—3z + 20z — 3970 + 1488 = 0

170 = 2482

r = 146

Og dette resultatet x = 146 innsatt i lign.(7.124) gir:

y = <—2x+397)

= —2-146 + 397 = 105

r=146
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Alt i alt: Trude Nistad ma produsere

kaper av type A og

kaper av type B dersom hun skal maksimere fortjenesten F(x,y)

nar hun ikke har noen bibetingelser.

x = 146

=105

<
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b) Prisen pa kape A:

p: = 1200 — 3z + vy, (7.133)
- x=146,y=105

= 1200 —3-146+ 105 = 867 (7.134)

Trude Nistad ma sette prisen pa kape A til 867 NOK
for a maksimere fortjenesten sin.

Prisen pa kape B:

p, = 1500 -2z — 5y (7.135)

=146 ,y=105

= 1500 —2-146 —5-105 = 683 (7.136)

Trude Nistad ma sette prisen pa kape B til 683 NOK
for a maksimere fortjenesten sin.

c) Maksimale fortjeneste:  ( se lign.(7.113)) )

F(z =146,y = 105) = ( — 322 — 3wy — 5y® + 1191z + 1488y — 50000)

(7.137)

r=146,y=105

= ( —3-146% — 3-146 - 105 — 5 - 105% 4+ 1191 - 146 + 1488 - 105 — 50000> NOK

115063 NOK (7.138)
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Plott av fortjenesten F'(x,y), hvor:

F(z,y) = =32 — 32y — 5y + 11912 + 1488y — 50000 (7.139)

F(x,y)

120000
F(x=146,y=105) = 115 063

100000

80000
60000——
40000—-
20000—_

-

0

Figur 7.16: Maksfortjeneste nar vi ikke har noen bibetingelse.
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d) Innsettingsmetoden:

Fortjenesten til Trude Nistad er gitt i lign.(7.113):

F(x,y) = =32 — 3zy — 5y* + 1191z + 1488y — 50000 (7.140)

Ved a sette bibteingelsen g(z,y) =y — 22 = 0, dvs.

y=2x (7.141)

inn i lign.([7.140]) sa blir fortjenesten en funksjon av bare en variabel, nemdlig F(x):

F(r) = —32>-3z-(22) —5-(27)* + 1191z + 1488 - (27) — 50000 (7.142)
= =327 — 627 — 202 + 1191z + 29762 — 50000 (7.143)
= —292° + 4167z — 50000 (7.144)

Dermed har vi fatt en funksjon F'(z) med en variabel istedet for to.

Bibetingelsen er “innebygd” i F'(x). Derfor trenger vi bare a derivere pa “vanlig mate”,
uten bruk av Lagrange-metoden.

“Vanlig mate”, dvs. i optimum er den deriverte av fortjenesten null:

dF(x)

- 0 7.145
T (7.145)
d 2
| —29¢% + 41670 — 50000 ) = 0 (7.146)
X
—58x +4167 = 0 (7.147)
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Lgser med hensyn pa x og far:

med tilhgrende: y=2r =272 =144

Den 2. deriverte av F'(z) er:

d*F(z) &
da? dx?

= i ( — 58z + 4167)
dx

altsa negativ. Ifglge 2. derivasjonstesten sa tilsvarer da x = 72 og y = 144

et maksimum av fortjenetsen F'(z).

Alt i alt:  Trude Nistad ma produsere

=172

kaper av type A og

y =144

= < — 2922 + 4167x — 50000)

—58

(7.148)

(7.149)

(7.150)

(7.151)

(7.152)

kaper av type B dersom hun skal maksimere fortjenesten F(z,y) MED bibetingelsen.
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e) Lagrange-metoden:

Et optimaliseringsproblem under en bibetingelse under en bibetingelse kan ogsa lgses
via Lagranges multiplikatormetode.

Lagrange-funksjonen blir dermed:

L(z,y;\) = F(z,y) — Ag(z,y) (7.153)

De stasjonzere punktene til F(z,y) er:

O L(z,y; \) O L(x,y; \)
O ’ oy ( )
OF(z,y) | 0g(z,y) OF(z,y) | 9g(=z,y)
- A =0 - A =0 7.155
o o ’ dy oy ( )
— | — 32" — 3xy — by” + 1191z + 1488y — 50000 — A—(y—2z| =0 (7.156)
ox ox
0 5 5 0
— | —32* — 3xy — 5y~ + 1191z + 1488y — 50000 — A=—|y—2z| =0 (7.157)
Ay Ay
6r—3y+1191 + 2\ = 0 (7.158)
“3r—10y+1488 — A\ = 0 (7.159)

377



3r+ 1.5y —595.5 = A

—3r — 10y + 1488 = A

(7.160)

(7.161)

De to ligningene i lign.(7.160)) og (7.161]) sammen med bibetingensen utgjor 3 uavhengige ligninger.
Vi har 3 ukjente, z, y og A\. Dermed er dette et ligningssytem som kan ha en bestemt (“entydig”)
Igsning. Vi kan na bruke “innsettingsmetoden” [?] Siden \ ikke er en interesant stgrrelse i denne

oppgaven kan vi eliminere A i lign.(7.160) og ([7.161)):

A= A
32+ 1.5y —595.5 = —3z— 10y -+ 1488
15y +10y = —3z — 3z + 1488+ 595.5
11.5y = —6a+ 20835

y = —0.52z + 181.17

og storrelsen A er eliminert. Setter lign.([7.166)) inn i bibetingelsen:

y—2x = 0
y = 2
—0.52z + 181.17 = 2z
181.17 = 252z
xr = T2

som gir, f.eks. via lign.(7.166), y = 2z = 144.

13Med “innsettingsmetoden” mener vi her rett og slett at man setter en ligning inn i en annen.
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Alt i alt:  Trude Nistad ma produsere

z =72 (7.172)

kaper av type A og

y = 144 (7.173)

kaper av type B dersom hun skal maksimere fortjenesten F'(x,y) MED bibetingelsen.
Selviglgelig, samme svar som da vi brukte “innsettingsmetoden” i oppgave d.
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f)  Prisen pa kape A:

p: = 1200 — 3z + vy, (7.174)
- r="72,y=144

= 1200—3-72+4144 = 1128 (7.175)

Trude Nistad ma sette prisen pa kape A til 1128 NOK
for a maksimere fortjenesten sin.

Prisen pa kape B:

p, = 15002z — 5y (7.176)

r=T2,y=144

= 1500-2-72—5-144 = 636 (7.177)

Trude Nistad ma sette prisen pa kape B til 636 NOK
for a maksimere fortjenesten sin.

g) Maksimale fortjeneste:  ( se lign.(7.113)) )

Fz=72,y=144) = ( — 322 — 3wy — 5y® + 1191z + 1488y — 50000)

(7.178)

r=T2,y=144

- (—3-722—3.72.144—51442+1191.72+1488.146—50000) NOK

— 98688 NOK (7.179)
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Plott av fortjenesten F'(x,y), hvor:

F(z,y) = =32 — 32y — 5y + 11912 + 1488y — 50000 (7.180)

120000

100000
F(x=72,y=144) = 98 688 |

80000

—

60000

40000—

—1

20000

4 8(xy) =y-2x=0
( bibetingelse )

Figur 7.17: Maksfortjeneste nar vi har bibetingelsen ¢g(x,y) =y — 2x =0 (gul kurve).
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