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Arbeidskrav og hjelpemidler pa eksamen

Sprak gvinger/eksamen:
Norsk

Arbeidskrav:
(vingsoppgaver levert innen gitte frister. For a kunne ga opp til eksamen ma fglgende arbeidskrav
oppfylles:

5 av totalt 7 gvinger ma veere innleverte og godkjente

Dersom en kandidat stryker har kandidaten mulighet til a ta pafglgende ny og utsatt eksamen,
“kontinuasjonseksamen”. Da slipper man a utfgre arbeidskravene pa nytt. Men dersom kandidaten
ikke tar denne kontinuasjonseksamenen og heller gnsker a ta neste ordinsere eksamen, da ma
arbeidskravene utfsres pa nytt. []

Vurderingsform:
4 timer skriftlig slutteksamen (100 %).

Karaktertype:
Bokstavkarakter

Hjelpemidler eksamen:
Godkjent kalkulator og formelsamling (se “litteratur” nedenfor).

e Kun originalversjonen av formelsamlingen utgitt av “SiMolde Bok” er lov a ha med pa
eksamen. [

e Det er lov a skrive egne notater i formelsamlingen som dere kan ta med pa eksamen. Men:
Ikke skriv av hele eksempler og hele oppgaver. Det vil ikke hjelpe dere pa eksamen. Eksa-
mensoppgavene blir ikke laget pa en slik mate at det vil veere til stor nytte. [

L Altsa: arbeidskravene “overvintrer” ikke.
2Dette fordi det skal veere lett & se at dere har med den riktige og lovlige formelsamlingen pa eksamen.
3Dersom dette blir praktisert i stor grad mé vi revurdere denne ordningen i forhold til neste ars studenter.
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http://www.simolde.no/bokhandel

Kalkulator:

Dersom du har en kalkulator fra fgr sa trenger du mest sannsynlig ikke a kjope en ny. Man behgver
ikke en avansert kalkulator i dette kurset. Kun en enkel kalkulator er nok. Men man kan ikke bruke
kalkulatoren pa mobiltelefonen siden man ikke har lov a ha med mobilen pa eksamen. Dersom du
ikke har kalkulator fra for og skal kjope deg en sa kan det veere lurt a kjope en som de fleste andre
i klassen har. Da kan dere hjelpe hverandre med spgrsmal angaende kalkulator. De fleste har en
Casio, f.eks. en Casio FX-9750GII.

Litteratur:

e Per Kristian Rekdal og Bard-Inge Pettersen: “Kompendium i« MAT100 Matematikk”, |SiMo-
lde Bok, Molde, 2018 (del 1 og del 2).

e Per Kristian Rekdal og Bard-Inge Pettersen: “Formelsamling i MAT100 Matematikk”, |Si-
Molde Bok, Molde, 2018.

PS:

Man kan ikke bruker tidligere versjoner av kompendiet eller formelsamlingen, f.eks. man kan ikke
bruke fjorarets versjon. Dette fordi kompendiet og formelsamlingen korrigeres, endres og forbedres
hvert ar. Da endres ogsa sidetall og ligningsummer. Og vi ma ha samme referanser, ligningsummer
og sidetall nar vi jobber oss gjennom dette kurset.


http://www.casio.com/products/Calculators_%26_Dictionaries/Graphing/FX-9750GII/
http://www.simolde.no/bokhandel
http://www.simolde.no/bokhandel
http://www.simolde.no/bokhandel
http://www.simolde.no/bokhandel

Kapittel 1

Grunnleggende emner

point ab poynt

] ‘r_(tmt)—r(t)
limrtT Tn(e-at)

o
GUADRATIC  FORMULA Omet D At —~©o0

Figur 1.1: Grunnleggende emner i matematikk.



1.1 Tall og tallsystemer

Noen fundamentale tallmengder:

N = {01,234, ..} (naturlige tall)

Z = {..—-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4, ... }  (hele tall)

Q = { %} ac€Z NbeN } (rasjonale tall)

R = mengden av reelle tall (alle tall pa tall-linja)

Mengdesymbol, intervall:

lab] = {z]la<z<b}
(ab) = {z]a <z<b}
(ab] = {z]a<z<b}
lab) = {z]la<z<b}

(alle reelle tall mellom a og b)
(lukket intervall)

(ingen endepunkt mellom a og b)

(apent intervall)

(bare ett endepunktet er med mellom a og b)

(halvapent intervall)

(bare ett endepunktet er med mellom a og b)

(halvapent intervall)
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(1.2)
(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)


http://no.wikipedia.org/wiki/Tall
http://no.wikipedia.org/wiki/Naturlige_tall
http://no.wikipedia.org/wiki/Heltall
http://no.wikipedia.org/wiki/Rasjonale_tall
http://no.wikipedia.org/wiki/Reelle_tall
http://sv.wikipedia.org/wiki/Tallinjen

1.2 Algebraiske uttrykk

Generelle regler for algebra:  ( algebra = regler for operasjonene “” og “+” )
like ledd
at+a = 2a (1.9)
atb = bta (1.10)
~—~—
ulike ledd
—(a+b) = —a-—b (1.11)
—(a—b) = —a+b (1.12)
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http://no.wikipedia.org/wiki/Algebra

1.2.1 Distributive Lov  (“pilmetoden”)

Denne “parentesreglen” kalles den distributive lov:

alb+c¢) = ab+ac (1.13)

Fra den distributive lov fglger at:

(a+b)(c+d) = ac+ad + bc+ bd (1.14)

AN

(x+a)(x+b) =x*+(a+b)x+ab

g

Figur 1.2: “Pilmetoden”.
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https://no.wikipedia.org/wiki/Distributiv_lov

1.3 Kvadratsetningene og konjugatsetningen

Lign.(1.14) har fplgende spesialtilfeller:  ( kvadratsetningene )

faktorisert form
(a+b)? = a*+2ab+ 1’ (1. kvadratsetning)  (1.15)
(a—0b)? = a®—2ab+ b (2. kvadratsetning)  (1.16)
(a+b)(a—b) = a*—b (konjugatsetningen)  (1.17)
—_—
faktorisert form

13


http://no.wikipedia.org/wiki/Kvadratsetningene

1.4 Brgkregning

Definisjon:  ( brek )

En brek er:

tell
brok = ——0r = ¢ (1.18)

nevner b

hvor a og b er tall.

Husk:

Man kan aldri dividere med 0.

1.4.1 Forkorte og utvide brgker

Forkorting av en brgk:  ( brgkregning )

(;;f _ ([f (forkorting av en brgk) (1.19)
) ¢ )
% _ g (utvidelse av en brgk) (1.20)
c

14


https://no.wikipedia.org/wiki/Br%C3%B8k
http://no.wikipedia.org/wiki/Br%C3%B8kregning

1.4.2 Sum av brgker

felles nevner

/_/%
Sum av brgkl med Samme nevner:

- g (1.21)

1.4.3 Multiplikasjon og divisjon med brgker

Regler for multiplikasjon og divisjon med broker:

(:% = % [1]  (Tall multiplisert med brgk) (1.22)
ac ac o
37 = b4 2]  (Brek multiplisert med brgk) (1.23)
a c ad .
77 = b 3]  (Brgk dividert med brgk) (1.24)

15


http://no.wikipedia.org/wiki/Br%C3%B8k
http://no.wikipedia.org/wiki/Br%C3%B8k

1.5 Potenser

Definisjon: ( potens) )

a® = gaa..aq (1.25)
—
= n faktorer
hvor
n = heltall (n €IN) (1.26)
= reellt tall (a €R) (1.27)

n kalles eksponenten og a kalles grunntallet.

Potens Eksponent

/

o
Grunntall

Figur 1.3: Potens:  grunntall og eksponent.
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http://no.wikipedia.org/wiki/Potens_%28matematikk%29
http://no.wikipedia.org/wiki/Naturlige_tall
http://no.wikipedia.org/wiki/Reelt_tall

Regneregler:

og i tillegg:

a™ a” _ am—‘—n (128)
B 1 : .

a"t = — , a+#0 kjelleromskriving  (1.29)
an

—7; = a"a™" = ad" " kjelleromskriving  (1.30)

(am)n _ amn (131)

(ab)” = a"b" (1.32)
a\"” a”

e = — b=#0 1.33
( b) b ’ 7£ ( )
a@ =1 (1.34)
at = a (1.35)

17




1.5.1 Multiplikasjon VS addisjon

Husk:

1)  Multipliksjon:

aa = a’ (1.36)

2) Addisjon:

at+a = 2a (1.37)

3) Subtraksjon:

—a—a = —2a (1.38)

18



Generelt med 10-potens:

1.6 Prefiks

tall = a-10" (1.39)
hvor n og a € (—10,10).
10" Prefiks | Symbol | Namn
10 peta P billiard 1 000 000 000 000 000
10~ tera T billion 1 000 000 000 000
10° giga G milliard 1 000 000 000
10° mega M million 1000 000
10° kilo k tusen 1000
10? hekto h hundre 100
10 deka da ti 10
107 desi d tidel 0,1
107 centi c hundredel 0,01
1073 milli m tusendel 0,001
10°° mikro Tl milliondel 0,000 001
10° | nano n milliarddel 0,000 000001

Figur 1.4: Prefiks.
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http://no.wikipedia.org/wiki/Heltall

1.7 Kwvadratrot

Definisjon: ( kvadratrot|) (a>0) [|

va = det positive tallet som, opphgyd i 2, er ’a’ (1.40)
|
Regneregler:  (a,b>0)
Va = a = a? (1.41)
Va2 = a (1.42)
Wap = a (1.43)
Vab = avb (1.44)
a Va
- = — , b#0 1.45
N A
PS
Dette er samme regnereglene som for potenser pa side , men med n = %:
A" = a* = Ja (1.46)

!Man kan ikke ta kvadratroten av et negativt tall. (Komplekse tall er ikke et tema i dette kurset.)

20


http://no.wikipedia.org/wiki/Kvadratrot

Definisjon:  ( generalisering av kvadratrot )

va ., a>0 (1.47)
hvor
roteksponenten
—_———
n = heltall (n € N) (1.48)
a = reellt tall (a € R) (1.49)
rad?krand

Regneregler:  (a>10)

Va = ar (1.50)

(Va)" = Va* = a (1.51)

av = (an)" = (Va)" (1.52)

O (1.53)
3 (@ (o

Legg merke til at for n = 2 i lign.([{1.50) og (1.51]), sa reproduserer man lign.(1.41)) og (1.42):

5
I
L
[S1E

(1.54)

Va)?* = a (1.55)
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http://no.wikipedia.org/wiki/Naturlige_tall
http://no.wikipedia.org/wiki/Reelt_tall

1.8 2. gradsligninger

1.8.1 2. gradsligninger med en variabel - ABC-formelen

Setning:  ( ABC—formelen)ﬂ

Lgsnginen av en 2. gradsligning med en variabel:

ar® +br+c = 0 (1.56)

er gitt ved den sakalte ABC-formelen

—b —/b? — 4ac —b 4+ Vb? — 4ac
xry, = 9 s Ty — 9 (157)
a a

Da kan 2. gradsligningen FAKTORISERES slik:

alx —z1)(x —x9) = 0 (1.58)

2Denne lzeresetningen viser sammenheng mellom nullpunkter og faktorisering.

22


http://no.wikipedia.org/wiki/Andregradsligning
http://no.wikipedia.org/wiki/Faktorisering
http://no.wikipedia.org/wiki/Faktorisering

1.8.2 Faktorisering og lgsning av 2. gradsligninger

Setning:  ( polynomer, nullpunkter og faktorisering:  The fundamentalteoremet for algebra )

Dersom et en ligning er pa faktorisert form

(x —ay)(z —az) ... (x—a,) =0 (1.59)

sa er lgsningene gitt ved:
ay , QA , ... 0y (1.60)
|

23


https://en.wikipedia.org/wiki/Fundamental_theorem_of_algebra

1.9 Ulikheter

Ulikhetstegn:
> stgrre enn
< mindre enn
og
> stgrre enn eller lik
< mindre enn eller lik

&

Figur 1.5: Ulikheter.
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http://no.wikipedia.org/wiki/Ulikhet_%28matematikk%29

1.10 Absoluttverdi

Absoluttverdi:

a , nara > 0
la| = (1.61)
—a , nara < 0

25


http://no.wikipedia.org/wiki/Absoluttverdi

1.11 Regning med prosent

Definisjon:  ( prosent )

Forholdet mellom a og b kan uttrykkes i prosent, dvs. “av hundre prosent”: E]

% .100 % (1.62)
)

3Hva er promille %o?

26


http://no.wikipedia.org/wiki/Prosent
http://no.wikipedia.org/wiki/Promille

Setning:  ( %-vis endring )

Nar et tall endres fra a til b sa er den %-vise endringen iforhold til a:

b —
%-vis endring = ——— - 100 % (1.63)
a

New Value - Old Value

Old Value

Figur 1.6: %-vis endring.

27



28



Kapittel 2

Funksjoner

company revenue

Figur 2.1: Funksjoner.
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2.1 Funksjoner

Definisjon: ( funksjon ) E|

’ funksjon f = entydig assosiasjon fra en storrelse x til en annen _)‘"

hvor x ofte kalles den wavhengige variabelen eller bare argumentet, og y = f(x) kalles ofte funk-
sjonsverdien.

|
Definisjon: ( definisjonsmengde og verdimengde )
definisjonsmengde = alle mulige tillatte verdier av x (2.1)
verdimengde = alle mulige funksjonsverdier til y = f(z) tilhgrende alle (2.2)
tillatte verdier av x
|

Definisjons-

Verdi-
mengde

mengde

Figur 2.2: Funksjon y = f(x).

steden for “én og bare én verdi” kunne vi like gjerne sagt “entydig”.

30


http://no.wikipedia.org/wiki/Funksjon_%28matematikk%29
http://no.wikipedia.org/wiki/Definisjonsmengde
http://no.wikipedia.org/wiki/Verdimengde

2.2 Linezre funksjoner (rette linjer)

Definisjon:  ( lineser funksjon )

rett linje
o\

En lineser funksjon y = f(x) har formen:

flz) = ax+0b (2.3)

Her er a og b reelle tall.

31


http://da.wikipedia.org/wiki/F%C3%B8rstegradspolynomium

2.2.1 Ett- og to-punktsformelen

dersom stigningstallet a er kjent
7\

1) Setning: ([ett-punktsformelen for linezere funksjoner )

Dersom stigningstallet a og ett punkt (x,7;) pa en rett linje er kjent sa er den linesere funksjonen

gitt ved:

(@) = ale—z1) + u (2.4)

Denne formelen kalles ett-punktsformelen.

dersom stigningstallet a er ukjent
7\

2) Setning: ( to-punktsformelen for linesere funksjoner )

Dersom to punkt (z1,vy;) og (2, y2) er kjent pa en rett linje, sa er den linesere funksjonen gitt ved:

—
f@) = 2= @ —w) + u (2.5)

To — Iq

Denne formelen kalles to-punktsformelen. Stigningstallet er da a = %

32


http://ndla.no/nb/node/13585

2.3 Kvadratiske funksjoner (parabler)

Definisjon: (2. gradsfunksjon = parabel = kvadratisk funksjon )

kvadratisk

En 2. gradsfunksjon y = f(x) har formen:

f(z) = ax® +bx +c (2.6)

hvor a, b og ¢ er konstanter.

33


http://no.wikipedia.org/wiki/Andregradsligning
http://no.wikipedia.org/wiki/Parabel

2.4 Rasjonale funksjoner

Definisjon: ( rasjonale funksjon )

En ligning pa formen

flx) = =~ (2.7)

hvor P(z) og Q(x) er polynomer, kalles en rasjonal funksjon.

34


http://no.wikipedia.org/wiki/Rasjonal_funksjon

Kapittel 3

Derivasjon

Figur 3.1: Deriverte.
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3.1 Derivasjon

Tolkning: ( deriverte, med ord )

d
{l(a) = den deriverte til funksjonen y = f(z) i punktet z = a (3.1)
x
= stigningstallet til tangenten til grafen i punktet x = a (3.2)
= stigningen i punktet (a, f(a)) pa grafen (3.3)
y f(x)
tangent
» X

Figur 3.2: Den deriverte i punktet x = a, dvs. stigningstallet til tangenten i punktet = = a.
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http://no.wikipedia.org/wiki/Derivasjon
http://no.wikipedia.org/wiki/Stigningstall
http://no.wikipedia.org/wiki/Tangent

Definisjon:

( deriverte, teknisk )

df(z) : Af(z) f(z+ Azx) — f(z)
dx B AI;IEO Az B Aliglo Axr (34)
f(x)
A
= Af(r)

Figur 3.3: Gjennomsnittlig endring.
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http://no.wikipedia.org/wiki/Derivasjon

3.2 Derivasjonsregler

Generell derivasjonsregl:  ( hovedregel )

flz) = az" = d/(@) = nax"! neR (3.5)
dz ,
hove:irregel
Fra hovedregelen hgn. felger det direkte at:
a=1 og n=1: flz) = = = dJ(@) =1 (3.6)
dx
_ L o af@) _ 1
a=1og n=—-1: flz) = ; = o = " o x#0 (3.7)
(x 1 .
a=1 og n=1/2: flz) = = dZEL) = NG nar = # 0 (3.8)
Generelle derivasjonsregler: ( bruker kortnotasjonen f'(x) = %:(f) )
fle) = k = () =0 (3.9)
f() = g(x)+h) = f@) = () + 1 (x) (3.10)
f@) = glw) ) S f) = g - K (1)
fle) = k-g(x) = fl#) = k-g'(z) (3.12)

38




3.3 Derivasjon av produkt- og brgkfunksjoner

Generelle derivasjonsregler:  ( produkt- og brgkfunksjoner )

fle) = w-v = fl(z) = do+uw (3.13)
u , u'v —ud
flz) = ” = [flz) = R — (3.14)

Dette kan ogsa skrives pa folgende ekvivalente form:

Figur 3.4: Regneregelen i lign.(3.13) kan huskes via “indianerfjeerhuskeregelen”.
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3.4 Kjerneregelen

Setning:  ( kjerneregelen )

Dersom vi har en sammensatt funksjon

hvor

er en funksjon av z, sa er den deriverte av f(x) gitt ved:

) = glu)u (3.19)

hvor u(x) er kjernefunksjonen.

En alternativ mate a skrive denne ligningen pa er:

d f(x) dg(u) du
dx du dx

(3.20)

hvor u(z) er kjernefunksjonen.

40
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http://nn.wikipedia.org/wiki/Kjerneregelen

3.5 Lokale ekstremalpunkt

Definisjon: ( lokale ekstremalpunkter , teknisk )

Et punkt = er et lokalt minimumspunkt x dersom det finnes et € > 0 slik at

f(x) < f(z+d) (3.21)

foralle dex—e€x+¢.

Et punkt z er et lokalt maksimumspunkt x dersom det finnes et € > 0 slik at

f(z) > f(x+d) (3.22)

for alle de [z —e€x+¢€.

Definisjon: ( globale ekstremalpunkter , teknisk )

Et punkt = er et globalt minimumspunkt x dersom det finnes et € > 0 slik at

flz) < f(a) (3.23)

for alle 2.

Et punkt x er et globalt maksimumspunkt x dersom det finnes et € > 0 slik at

f(z) > f(x+d) (3.24)

for alle 2.
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Figur 3.6: Kun lokale ekstremalpunkter.

(x € R)
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3.6 Lokale ekstremalpunkt: 1. derivasjonstesten

Setning: (1. derivasjonstesten, lokalt ekstremalpunkt )

Anta at f(z) er en kontinuerlig, dvs. sammenhengende, funksjon.

1)

=0 2
. (3.25)

lokalt ekstremalpunkt x = ¢ =
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3.7 Lokale ekstremalpunkt: 2. derivasjonstesten

Setning: ( 2. derivasjonstesten, lokalt ekstremalpunkt )

Anta at f(z) er en kontinuerlig, dvs. sammenhengende, funksjon.

dfl(c d?
lokalt maksimum z =¢ = Z; ic) =0 og d];(;) <0 (negativ) (3.26)
1 f(c d*f(c
lokalt minimum x = ¢ = ¢ (];(() =0 og df(;) >0 (positiv) (3.27)
v [

Det er flere mater a formulere 2. derivasjonstesten pa.
Formuleringen nedenfor er ekvivalent med formuleringen ovenfor:

Setning: (2. derivasjonstesten, lokalt ekstremalpunkt )

Anta at f(z) er en kontinuerlig, dvs. sammenhengende, funksjon.

1f(c
lokalt maksimum z =c¢ = ’ T 0 og d )
dx fy

d f(c)
dx

skifter fortegn fra + til minus — (3.28)

lokalt minimum z =¢ = ~ =0 og

skifter fortegn fra — til minus + (3.29)
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3.8 Globale ekstremalpunkt

Definisjon:  ( konveks )

Gitt to punkter x; og ws.
Korden (linjen) mellom 27 og x2 er da definert ved:

ar; + (1 —a)xy

hvor 0 < a < 1. En funksjon er konveks dersom

Definisjon:  ( konkav)

Gitt to punkter x; og wxs.
Korden (linjen) mellom 27 og x2 er da definert ved:

ar; + (1 —a)xy

hvor 0 < a < 1. En funksjon er konkav dersom

flaz; + (1 —a)zs) > af(z)+ (1 —a)f(za)
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Definisjonenen pa forrige side er litt teknisk og vanskelig a forsta.
Derfor formulerer vi dem med ord sammen med en figur:

Definisjon:

( konveks )

Funksjonen f(z) kalles konveks (pa et intervall) dersom korden mellom to vilkarlige punkter pa
grafen alltid ligger pa eller over grafen til f(x).

Definisjon:

( konkav)

Funksjonen f(x) kalles konkav (pa et intervall) dersom korden mellom to vilkarlige punkter pa
grafen alltid ligger pa eller under grafen til f(z).

f(x)

A

flx) A

konveks funksjon konkav funksjon

con \/ ex conCAVE

Figur 3.7: En konveks og en konkav funksjon.
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Setning 1:  ( globalt minimum )

Anta at f(z) er en konveks funksjon.

df(z)
dx

Dersom = = ¢ er et lokalt minimum ( = 0) sa er r = ¢ ogsa et globalt minimum.

Anta at f(z) er en konkav funksjon.

df(z)
dx

Dersom z = c er et lokalt maksimum ( = 0) sa er r = ¢ ogsa et globalt maksimum.

Setning 2: ( globalt minimum )

Anta at f(z) er en kontinuerlig funksjon.

d*f(x
lf(; ) >0 (positiv eller null) for alle x = f(z) er konveks (3.34)
dx

71 (2) |
e <0 (negativ eller null) for alle = = f(z) er konkav (3.35)
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Kapittel 4

Eksponential- og logaritmefunksjoner

f(x) = e

STRONG SUSTAINABLE G

(0, 1)

Figur 4.1: Eksponentiell vekst.
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4.1 Eksponentialfunksjonen

Definisjon:  ( leksponentialfunksjon )

Eksponentialfunksjon f(z) er definert ved:

hvor x = eksponent, x € R, a = grunntall og a > 0.
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4.2 Tallet e, Eulers tall

Setning: ( Eulers tall e )

Eulers tall e kan bestemmes av en grenseverdi. Denne grenseverdien er:

1 x
lim <1 + ) = e (4.2)
T—$00 x

hvor e = 2.71828 1828459045 ....

f(x) o | e

e=2.718281828 459045 ...

P e

Figur 4.2: Funksjonen f(z) = (1 + ).

x
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4.2.1 Deriverte av e*

NB!

——
Definisjon: ( eksponentialfunksjon m/grunntall e )

Eksponentialfunksjon f(z) med grunntall e er definert ved:

flx) = €* (4.3)

hvor x = eksponent, x € R og grunntall e = 2.7 1828 1828 459045 ....

NB!

——t—
Setning: ( eksponentialfunksjon m/grunntall e )

Eksponentialfunksjon f(z) = e” er lik sin egen deriverte:

dfz) _ .
dr - (44)

hvor x = eksponent, x € R og grunntall e = 2.7 1828 1828 459045 ....
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og i tillegg:

4.2.2 Regneregler for e*

(4.11)

(4.12)
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4.3 Logaritmer

Logaritmer| er inverse funksjoner til eksponentialfunksjoner.

4.3.1 Definisjon

Definisjon:  ( logaritmen m/e som grunntall )

Logaritmen til et tall = er den eksponenten vi ma opphgye Eulers tall e i for a fa x:

emr = g (4.13)

altsa In(x) = den naturlige logaritmen = det tallet vi ma opphgye e i for a fa x.

~
NB!

o4
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og i tillegg:

4.3.2 Regneregler

In(ab) = Ina + Inb a,b>0 (4.14)
In <Z> = Ina — Inb a,b>0 (4.15)
In(a’?) = plna a>0 (4.16)

Il = 0 (4.17)

Ine = 1 (4.18)

Ine* = x (4.19)

et =z, x>0 (4.20)
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log(a-b) = loga + logb a,b>0 (4.21)
log (Z) = loga — logb a,b>0 (4.22)
log(a?) = ploga a>0 (4.23)
og i tillegg:
logl = 0 (4.24)
logl0 = 1 (4.25)
log10" = =z (4.26)
109" = 2 x>0 (4.27)

e Det finnes ingen enkle regler for log(a + b) eller log(a — b).

e log x er bare definert for positive verdier av x.
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4.4 Deriverte av Inz

Setning: ( deriverte av Inx )

Den deriverte av f(x) = Inx er:
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Kapittel 5

Foglger og rekker

Figur 5.1: Fglger og rekker.
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5.1 Fglger og rekker

Definisjon: ( folge )

En fglge er en funksjon f:

f: Nt - M (5.1)

fra mengden av positive naturlige tall Nt = { 1,2,3.4, ... } til en vilkarlig mengde M.

|
Folger kan besta av tall, punkter, vektorer, funksjoner eller andre matematiske objekter.
Definisjon:  ( rekke )
En rekke er summen av leddene i en folge.

|
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5.1.1 Regneregler for summasjon

Setning: ( regneregler for summetegn )

i=1 i=1

3

(5.2)

(5.3)

hvor ¢ er en konstant.
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5.2 Aritmetiske folger og rekker

Definisjon:  ( aritmetisk folge )

En aritmetisk fglge er en fglge der differansen d mellom et tall a; og det neste tallet a;;4
er konstant: [

ag = a (startledd) (5.5)
i1 = a; + d i21,2,3,...

hvor d = konstant og kalles differens.

Fra denne definisjonen fglger at:

for en aritmetisk folge.

'En aritmetisk rekke gjenspeiler en prosess som beveger seg fremover, typisk i tid.
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5.2.1 Sum av en aritmetiske rekke

Setning:  ( sum av ARITMETISK| rekke )

Anta at vi har den aritmetiske fglgen

a = a (startledd)

A1 = a; + d

hvor d = konstant. Summen

63

(5.10)


http://no.wikipedia.org/wiki/Aritmetisk_følge

5.3 Geometriske rekker

Definisjon:  ( geometrisk folge )

En folge er en geometrisk dersom et ledd er lik det foregaende multiplisert med en konstant, dvs.

ap = a (startledd) (5.12)
a1 = ka i=1,2,3,... (5.13)

hvor £ = konstant og kalles kvotient.

Fra denne definisjonen fglger at:

a; = ki’_lal (514)

for en geometrisk rekke, hvor ¢ =1,2,3, ....
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5.3.1 Sum av en geometriske rekke

Setning:  ( sum av GEOMETRISK rekke, endelign ) ]

Anta at vi har den geometriske folgen

a = a (startledd) 5.1
i1 = k’a,; 1= 1,2,3,

hvor k = konstant og kalles kvotient. Summen

n

So =Y a (5.17)

=1

av den tilhgrende geometriske rekken er da: []

2Sammenlign denne setningen med den pa side @
3Dersom k = 1, dvs. alle leddene er like, s er summen:

S, = ain (k=1) (5.18)|
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5.4 Konvergente og divergente rekker: n — oo

Definisjon:  ( konvergens og divergens )

lim S, =S & rekken konvergerer (5.20)
n—o0
lim S,, eksisterer ikke & rekken divergerer (5.21)
n—oo
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5.5 Geometriske rekker: n — oo

Setning: ( sum av GEOMETRISK rekke, uendelig n ) ﬂ

Gitt en geometrisk fglge

a = a (startledd)
Qi1 = /{;ai 1= 1,2,3,...,n
Dersom —1 < /< | sa er summen av rekken S = lim, .S, gitt ved: E|
—— 1<k<l (5.24)
S 1l-k ‘
-2 -1 0 1 2
| | | | .
I I I I [
divergerer konvergerer divergerer

Figur 5.2: Divergens og konvergens.

4Sammenlign denne setningen med den pa side
°For k < —1 eller k > 1 DIVERGERER den uendelige summen.
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5.6 Oversikt finansmatematikk

Rekker og folger spiller en viktig rolle i finansmatematikk, dvs. pengenes tidsverdi. Figuren neden-
for viser en oversikt over hva vi skal ta opp som tema i dette avsnittet om finansmatematikk.

Aritmetisk

n’te ledd i
aritmetisk rekke:

a,=a, +(n-1)d

a,;=a,-(n-1)d

konstant

terminbelgp =

avdrag + rente

A 4

Serielan

serie
Rn

(totalt rentebelgp)

Rekker

Geometrisk

(kontinuerlig rente)

K, =K, exp(r-t,) I(—

n’te ledd i
geometrisk rekke:

K, = Ky(1+r)"

(renteformelen

(naverdi)

Ko =K, exp(- r-t,) k_ Ko = K,/(1+r)"
(ndverdived kontinuerlig rente) konstant
terminbelgp = avdrag + rente
A 4
Annuitetslan

ann
Sn

K

(oppsparing)  (naverdi)
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Kapittel 6

Integrasjon

fix) /N

Figur 6.1: Integral.
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6.1 Definisjon av integral

f(xs) A ................................... ,.4?"‘/

= A
flxg) freeeees /
vd
o
o
(X, X5 X3 X5 Xg b
start Xp=2a Xs=b slutt

( bestemt integral )

Figur 6.2: Arealet A.
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Definisjon: ( integral )
A = SUM av co mange sma rektangel under grafen f(z) mellom a ogb (6.1)
= nhj& z; fx;) Az, (6.2)
b
= / f(z) dx (6.3)
f(x) Ax




6.2 Fundamentalsetningen for integral

Setning: ( |fundamentalsetningen for integral )

Anta at f(z) er en kontinuerlig funksjon. Da er:

/ f(z) dx = F(b) — F(a) (6.4)

hvor

altsa  F(z) = antideriverte av f(x).

Figur 6.3: Integral.
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6.3 Antideriverte og integral

Definisjon:  ( antideriverte )

La f(x) veere en funksjon. Hvis F'(z) er en funksjon slik at

d F(z)
dx

= f()

sier vi at [F'(x) er en antideriverte til f(z).
~——

antiderivert
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6.3.1 Noen regneregler

For en kontinuerlig funksjon f(z) gjelder at:

a

/a b f(a)dz
/a b f(2)dz

/ [f(z) + g(x)] d

/ab k f(z) dz

/ fa)de + /cb () da
- /b " faydo
/ab f@)de + /ab o(z) de

k /ab f(z)dw

(k = konstant) (6.10)

Noen regneregler| for antiderivasjon:

/ k dx
/ xn d,:l:‘
1
/ —dx
T
1
/ dx
T+ a
/ e dx

kx + C

Injz| + C  x#0

Injz+al + C x4+a#0

(6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)

(6.15)
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Kapittel 7

Funksjoner av flere variabler

Figur 7.1: Sadelpunkt.
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7.1 Funksjoner av to variable

Definisjon: ( funksjon av to variable )

z= f(z,y) = funksjon av x og y hvor det for hver verdi av tallparet (z,y) kun finnes

en og bare en verdi for f(z,y) (7.1)

hvor z og y ofte kalles de uavhengige variabelene eller bare argumentet og z = f(x,y) kalles ofte
funksjonsverdien.

|
Definisjon: ( definisjonsmengde og verdimengde )
definisjonsmengde = alle mulige tillatte verdier av x og y (7.2)
verdimengde = alle mulige funksjonsverdier til z = f(z,y) tilhgrende alle (7.3)
tillatte verdier av x og y
|
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7.2 Nivakurver

Definisjon:  ( nivakurve )

Gitt funksjonen z = f(x,y) av to variable x og y. Nivakruven i hgyde c over (eller under) xy-planet
kan da skrives:

c = f(z,y) (7.4)

Dette er skjeeringskurven mellom grafen f og det horisontrale planet z = c.

7



7.3 Partielle deriverte

Stigning T

of
/ ox Stigning

|
|
o | e
Yy %) dy LA
e S A
1 | !

Figur 7.2: Venstre: %. Hoyre: 2L&0),

!mhp. = med hensyn pa
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Definisjon: ( jpartiell deriverte, deriverte med to variabler, med ord ) El
0
M den deriverte til funksjonen z = f(x,y) mhp. z (7.5
x
i punktet = x¢ 0og ¥y = (7.6)
stigningstallet til tangenten til grafen i punktet x = xg og y = yo
i z-retning (7.7)
[
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Definisjon:  ( partiell deriverte, teknisk )

of(x,y) . flx+Ax,y) — f(z,y)

ox N Alggo Ax (7.8)
of(x,y) . flo,y+ Ay) — f(z,y)

oy n Alirilo Ay (7.9)
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7.4 Retningsderivert

Definisjon:  ( retningsderiverte)
Den retningsderiverte,dvs. stigningstallet, til en funksjon f = f(z,y) langs retningen a enheter

langs z-aksen og b enheter langs y-aksen er definert ved:

retningsderivert = a—— + b—— (7.10)

z = f(x,y)

Strigningstallet til tangenten til f(x,y)
langs y(x) = x

f(x,y) langs y(x) = x

Figur 7.3: Retningsderivert.
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7.5 Maksimum og minimum

Definisjon:  ( stasjongert punkt )

Punktet (zq, o) til funksjonen f(x,y) med to variabler kalles stasjonaert dersom fglgende betin-
gelser er oppfylt:

~ 0 og W ~ 0 (7.11)
y

df (0, %0)
ox
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Setning: ( klassifisering av stasjonaere punkter )

La f(z,y) veere en funksjon som har kontinuerlige 1. og 2. ordens deriverte i hele sitt definisjons-

omrade Dy. La videre:

A =
g

def.
C

Det stasjonaere punktet (zo,yo) bestemt av:

8f(x07y0>

ox =0

er da klassifisert pa folgende mate:

0* f(z,y)
02
P f(z,y)
oz 0y
0 f(z,y)
0y?

AC —B*>0 og A>0:

AC —B*>0 og A<O0:

AC —B*<0 og A<O0:

AC —B*=0 og A<O0:

(20, Yo) er et minimumspunkt

(20, Yo) er et maksimumspunkt

(20, yo) er et sadelpunkt

testen fungerer ikke
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7.6 Maksimering/minimering under bibetingelser

Setning:  ( maks/min med Lagrange multiplikatorer )

Funksjonen f(x,y) skal maksimeres/minimeres under bibetingelsen g(z,y) = 0.

Dette optimaliseringsproblemet kan lgses pa folgende mate:

1)  Skriv opp Lagrange-funksjonen:

hvor A = Lagrange-multiplikatoren, en ukjent konstant.

2)  Finn de stasjonaere punktene til L(x,y; \), dvs. regn ut:

O L(x,y; \) OL(x,y; \)
——= =0 ) — =0 7.21
Ox ’ Jy (7.21)
3) De 3 ligningene:
OL(x,y; \)
—) = 0 7.22
ox (7.22)
OL(x,y; \)
—= =0 7.23
- (729
g(z,y) = 0 (7.24)

danner et ligningssystem som kan lgses mhp. = og y.
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