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LOASNING: Oppgavesett nr. 5

“MAT100 Matematikk”, 2018

Oppgave 1: ( |derivasjon )

a) Vi ser pa tilfellet med kun n = 4 ledd. Generaliseringen er apenbar.

La oss se pa summen S; av en aritmetisk rekke med 4 ledd:

Sy = ai+taxtaz+tay (1)
= a1+ (a1 +d) + (a1 + 2d) + (a1 + 3d) (2)
= 4611 + 6d (3)

Men summen kan ogsé skrives: [

é = a4+asz+as+a; (6)
= a4+ ((14 — d) + (CL4 — 2d) + (Cl4 — 3d> (7)
== 4&4 — 6d (8)
1Siden
Q41 = Q4 +d (4)

sa kan vi lgse med hensyn pa a; alene:

a; = G441 —d (5)


http://en.wikipedia.org/wiki/Derivative
http://no.wikipedia.org/wiki/Aritmetisk_følge

La oss summere disse to:

Si+S, = day+6d + 4das—6d
284 = 4((11 + a4)
54 _ 4(&1;- (14)

For en aritmetisk folge gjelder:

a, = a;+ (n—1)d

Denne ligningen med n = 4 innsatt i lign.:

4(&1 + (14)
= 2

4(@1 + (a1 + (4 — 1)d))
2

4(2a1 + 1)d>

(4 -
2
(4 -

SYARCES )

Istedet for en sum med kun 4 ledd sa kan man gjerne ha n ledd.

Fremgangsmaten er den samme. (4 —n)

(10)

(11)

(12)

(13)



b) Vi ser pa tilfellet med kun n = 3 ledd. Generaliseringen er apenbar.

La oss se pa summen Ss av en geometrisk rekke med 3 ledd:

3
S5 = Zaki’l = atak+ak’ (17)

=1

Multipliser denne ligningen med k:

Sek = (a+ak¢+ak2>k¢ = ak+ak®+ak® (18)

La oss subtrahere disse to:

Ssk — S3 = ark+ak’ + ak® — (a+a/k‘+M> (19)

Denne ligningen kan vi lgse mhp. summen Ss:

S3 k— S3 = aq k3 —a (21)

Sik—1) = a(k - 1) ) (22)
3 _

Sy = a "; — (23)

Istedet for en sum med kun 3 ledd sa kan man gjerne ha n ledd.
Fremgangsmaten er den samme. Istedet for 3 sa far man n i formelen i lign.(23): (3 —n )



Oppgave 2: ( potenser )

a) Definisjoner:

En folge er GEOMETRISK dersom et ledd er lik det pafolgende multiplisert med en konstant

En folge er ARITMETISK dersom et differansen mellom et ledd og det pafslgende er konstant

b)  Aritmetisk fglge:

a = a (startverdi) (24)
a1 — Cll—i-d 1= 1,2,3,... (25)
hvor d kalles differansen.
Geometrisk fglge:
a = a (startverdi) (26)
a;+1 = k:ai 1= 1,2,3,... (27)

hvor k kalles kvotienten.



c) i) Geometrisk rekke: S = 14+34+9427+81
Ingen av delene: Sie — 1 424448+18

Aritmetisk rekke: S = 142434445

ii) Kvotienten for geometrisk folge: &k _= 3
Differansen for aritmetisk fglge: d = 1
d) Summen S
S = 1434+9+27+81 (28)

er en geometrisk rekke med: a =1, k = 3 og n = 5. Dermed bruker vi formelen for
summen av en endelig geometrisk rekke:

€0. kn - 1
S¢E e (29)

- 1. — 1921 30
3-1 = (30)

Dersom vi regner ut summen i lign.(28)) “for hand”, dvs. setter rett inn i kalkulatoren
og summerer, s finner vi: S = 121, som stemmer med lign. (30).




e) Summen Si¥:

S = 1+2+3+4+45 (31)

er en aritmetisk rekke med: a; =1, d =1 og n = 5. Dermed bruker vi formelen for

summen av en endelig aritmetisk rekke:

Sha g (a + MZ) (32)

— 5(1+w> = 15 (33)

Dersom vi regner ut summen i lign.(31)) “for hand”, dvs. setter rett inn i kalkulatoren

og summerer, sa finner vi: S%* = 15, som stemmer med lign. (33).




f

som hgrer sammen:

Setter sammen navnene, matematiske uttrykkene og betingelsene /kommentarene

Navn

Matematisk uttrykk

Betingelse/kommentar

( (n—1)-d )
On = n-| a1 +—

Sum av aritmetisk rekke med n ledd,
uansett verdi pa differansen.

Aritmetisk rekke

Divergerer i grensen n -> oo
bortsett fra nar a,=0 og d=0

Sum av geometrisk rekke med n ledd,
for k=1.

Sum av geometrisk rekke med n ledd,
for k=1.

Geometrisk rekke

5
Il

Sum av uendelig geometrisk rekke
for -1<k<1

Sum av uendelig geometrisk rekke
for k<-1 eller k=1

Figur 1: Navn, matematisk uttrykk og betingelser/kommentarer som hgrer sammen.



Oppgave 3: ( folger og rekker - Fibonacci )

a) Det starter med det ene paret og sa lar vi manedene ga:

ap = 0+1 =1 (0 fra forrige maned + 1 nyfodt) (34)
a = 1421 =23 (1 fra forrige maned + 2 nyfodte) (35)
a3 = 3+2:-3 =346 =9 (3 fra forrige maned + 6 nyfadte) (36)
ag = 94+2-9 = 9418 = 27 (9 fra forrige maned + 18 nyfpdte) (37)
as = 27+2-27 = 27+54 = 81 (27 fra forrige maned + 54 nyfodte) (38)

Siden aa—tl = 3 for alle 7 sa er dette er en geometrisk fglge siden vekstfaktoren er k = 3.
Altsa:

a = 1 (startledd) (39)
A;+1 = 3CLZ‘ 1= ]_, 2, 3, 4, ce (40)

b) Siden vi har en geometrisk fglge med vekstfaktor 3, dvs. k = 3, sa vet vi at
ledd nr. 7 er gitt ved:

a; = kiflal (41)

Med ¢ = 13:

a3 = 3% 1 = 3% = 531441 (42)

altsa over en halv million kaninpar etter 12 maneder (!).

c) Vekstfaktoren er k = 3.


https://en.wikipedia.org/wiki/Sequence

d) Vi begynner med det ene paret og lar deretter manedene ga ﬂ

ap = 041 =1 (0 fra forrige maned , 1 nyfgdt) (43)
aa = 140 =1 (1 fra forrige maned , 0 nyfedt) (44)
a3 = 141 =2 (1 fra forrige maned , 1 nyfadt) (45)
ag = 241 =3 (2 fra forrige maned , 1 nyfadt) (46)
as = 34+2 =5 (3 fra forrige maned , 2 nyfgdt) (47)
ag = H+3 =8 (5 fra forrige maned , 3 nyfadt) (48)

Vi ser at antall kaninpar ved starten av maned nr. ¢ er gitt som summen av antallene ved de
to foregaende manedene:

ap = 1 ( 1 nyfedt, ingen drektige ) (49)
aa = 1 ( 0 nyfedt, 1 drektig ) (50)
a; = Qi1+ Qj_o ( a;_2 nyfpdte, a;_; drektige ) (51)

for alle 1 = 3,4, 5, .....

Dette er den velkjente Fibonacci fglgen.

e) Vi bruker den oppgitte formelen for i = 13:

— 233 (52)

siden ¢ = 1.6180339.

2Antall fra forrige maned er det samme som antall drektige.
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f) Vi bruker formelen:

ki = Z—i - % — 1.618056 (53)
kg = Z—E = % — 1.618026 (54)
b = Z—i - % = 1.618037 (55)
ks = Z—i - % — 16180333 (56)
Som vi ser er ki5 nesten akkurat lik ¢, dvs.:
ki ~ ¢ (57)

for store verdier av i, altsd vekstfaktoren konvergerer mot det gylne snitt. []

3Dette trenger du ikke & gjgre i din innlevering:
Vi kanogsa vise dette resultatet analytisk ved & bruke formelen til Binet for a; og la i — oo. En enkel omskriving
av formelen gj or beregningene enklere:

a; = = = ¢’ 58
Hvis vi na setter inn for k;:
b= S (59
1ot
Pttt »20+1)
5
S (60)
i - ¢2i
"7
- &t 1-0
_ PEICESIR -0
= ¢717(,1.)1: i— 00 ¢71—0_£ (61)
¢27,
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Oppgave 4: ( petroleumslogistikk )

a) Etterspgrselen av gass vaere 15 ar etter oppstart er:

d; 1.051°71

S
(@2
I

ii

= 25-10-1.05" m?

b) Rekken d; = d;1.05" er pa formen d;;; = kd;, hvor k = en konstant. ﬁ

Derfor er det en geometrisk rekke.

c) Summen av en geometrisk rekke er:

For var rekke er kvotienten k& = 1.05 og a = d;. Dette setter vi inn i lign.(64):

lign. kK" —1
a S

&

49.5-10° m?

E—1
1.05" — 1 1
Y051 1.05 — 1 1 (1.05 )
= 204, (1.05"=1) ., qed

4k = 1.05 i vart tilfelle.

11
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(63)

(64)

(65)

(66)



d) Formelen i oppgave 4c viser den totale ettersporslen av gass etter n ar.
Derfor kan vi bruke nettopp denne formlen med n = 15: E|

Sis = 20d; (105" —1)

= 20-25-10"(1.05" —=1) m® = 539.5-10° m?

e) Ormen Lange-feltet er tgmt nar all forekomst er pumpet ut, dvs.:

F =5,

[199%))

Vi bruker svaret fra oppgave 4c, dvs. lign., og lgser med hensyn pa “n” alene:

1
F = 20d, (105" —1 :
1 ( ) 071
F
= 105" -1
20d, 0
F
1 = 1.05"
od " 05

[19S%)]

For a “jekke ned” eksponenten “n” sa tar vi “In” pa begge sider av ligningen:

| o +1 = In1.05"
n 50d, = Inl.

1 F—|—1 = In1.05
n20d1 = nlnl.

hvor vi har brukt regnereglen Ina” = nlna.
Dermed: ved a dele pa “In 1.05” pa begge sider at lign. sa far vi:

I
T TTIL0s e

SMan kan ogsa skrive svaret pa formen: S, = 5.39 - 101t m3.

12

(71)
(72)

(73)



f) For a finne ut hvor lang tid det tar det fgr man bruker opp oljereservene R
sa bruker vi bare resultatet fra oppgave 4e, dvs. lign.(76)):

F
lign. In (M + 1>

- In1.05

1200-167
In <20-25-,L@ff 1)
— ~ 25.1
In1.05

Det tar 25.1 ar for de paviste forekomstene er tgmt.
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Oppgave 5: ( finansmatematikk )

a) Dette er et annuitetslan.
Forste terminbelgp betales inn ett ar etter laneopptak.
Dermed:

KDT

1
=

210000 - 0.
_ 2I0000-0065 yor — 99334 NOK

1 - (1+0.065)15

Det arlige terminbelgpet er 22334 NOK.

b) Det forste aret ma Per betalte rente av hele belgpet K.
Rente som Per ma betale det forste aret blir dermed:

rente forste aret = Kyr = 210000-0.065 NOK = 13650 NOK

14



c) Siden

oppg. 5a oppg. 5b
terminbelsp = avdrag + rente
N————

= konstant for annuitetslan

sa kan vi bruke denne til a regne ut avdraget for forste aret:
(eller hvilket som helst annet ar i laneperioden)

oppg. ba oppg. 5b
avdrag = terminbelgp — rente

_ (22334 _ 13650) NOK — 8684 NOK

Det andre aret blir renten:

rente andre aret = (Ko — avdrag) r

_ <210000—8684> .0.065 NOK = 13086

15

NOK

(82)

(85)

(86)



d) Den totale renten R2™ finner vi ved a kombinere formlene som oppgitt i oppgaven:

R = pK — K,

Fra oppgave 5a fant vi terminbelgpet K = 22334 NOK.
Dermed er den totale renten: [

R™ = nK — K,

— (15-22334—210000) NOK = 125010 NOK

6 Alternativt kan man sette det generelle uttrykket for terminbelgpet K inn i Eq.:

R™ = K- K,
K,,

- " K
L= e

og deretter sette inn tall:

R = 210000 (1 —
~ (1+0.065

= 125011 NOK

15-0.065 1)
)15

Man behgver ikke & lgse oppgaven pa begge matene. En méte holder.

16
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R™ = K - K,
K .
= n 071 _KO
L= @

Til slutt setter vi inn tall:

15- 0.
RX™ = 210000 (L?% — 1) = 125011 NOK
~ (140.065)15

Den totale renten lgpet av laneperioden pa 15 ar er 125011 NOK.

17

(97)



e) For a finne ut hvor mye lan Per kan ta opp sa ma vi finne hva slags
naverdi Ky som terminbelgpet K = 25000 NOK i n = 15 ar tilsvarer.
Formelen oppgitt i oppgaven:

Lgser med hensyn pa K, alene:

Til slutt setter vi inn tall:

8 = 5 (-m)

_ 25000(1_ 1

Med alternativ A kan Per ta opp et lan pa 201517 NOK.
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(101)

(102)
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f)  Nar man bruker formelen
Ko = Koi + Ko2+ Koz + ... + Ko+ Kois

og formlene for Ky, Koo osv. fra figuren i oppgaven sa far vi:

K—K+K+K++K+K
O )t (s AT ) (L)

Men ﬁ er en felles faktor for alle disse leddene. Derfor kan vi skrive:

geometrisk rekke

K K 1+ ! + ! + + ! + ! \ d
= .e.d.
0 (1+7)* (I+7r)t  (147r)? (I+7r)" (147 > A
g) Uttrykket i parentesen er ei geometrisk rekke med kvotient k& = 1+rr og a=1.
Dermed:
K K" —1

K, = /
gl A+t " k-1

1
K e 1

(I+r)t -1 ’

19

(104)

(105)

(106)

(107)
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h)  Bruker lign.(108) og setter inn tallene K = 29000 NOK og r = 0.09 for alternativ B:

1
K s 1
K, = = (109)
=0 T+t &£ -1

20000 (o007

1
(14 0.09)% 005 —

NOK = 180506 NOK (110)

Med alternativ B kan Per ta opp Ky = 180506 NOK.
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