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Kapittel 4

Kontinuerlige stokastiske fordelinger og
CLT

4.1 Kontinuerlig fordeling

Motiverende eksempel:  ( diskret — kontinuerlig fordeling )

Hustadmarmor AS er en stor produksjonsfabrikk i Elnesvagen i Freena kommune. Bedriften pro-
duserer og leverer “slurry’. Slurry er en flytende hvit veeske produsert fra kalkstein og marmor
som brukes i fyllmasseindustrien over hele verden, blant annet i papir og tannkrem, se figur

Anta at Hustadmarmor bruker rundt 1000 MWh med strom per dag, men at dette varierer noe
dra dag til dag.

M

HUSTADMARMOR

-

Figur 4.1: Hustadmarmor. Slurry. Strgm.
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Eksperiment:

Hustadmarmor maler det daglige forbruket av strgm.

i)  Inndeling 1:

Hustadmarmor maler det daglige forbruket av strgm aller dager i ett ar, dvs. n = 365 dager.
Deler malingene inn i 4 intervall:

600 — 800 MWh, 800 — 1000 MWh, 1000 — 1200 MWh, 1200 — 1400 MWh.

Relativ frekvensen for disse intervallene er:

40

: = 2= = = 0.109%
fr(m) n 365
Ny 136
fr(n) n o365 |
N3 114
: = 2= = = 03123
fr(ns) n 365
Ty 5
: = 2= 2= 0.2055
Jr(n) n 365
fr
S
0.5 —4—
0.4 ——
0.3 —4—
0.2 —— f =136 /365
f =114/365
0.1 — fr=75/355
\/V\ f = 40/365
600 800 1000 1200 1400

Figur 4.2: Relativ frekvens. Strgmforbruk.
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ii) Inndeling 2:

Maler et daglige forbruket av strgm aller dager i to ar, dvs. n = 2 - 365 = 730 dager.
Deler malingene inn i 8 intervall.

0.5 41—

04

03 ——

0.2 ——

VWA - X

600 800 1000 1200 1400

Figur 4.3: Relativ frekvens. Strgmforbruk.

ii) Inndeling 3:

Maler et daglige forbruket av strgm aller dager i to ar, dvs. n =4 - 365 = 1460 dager.
Deler malingene inn i 16 intervall.

0.5 ——
0.4
0.3 ——

0.2 ——

\/\/\I T T T — X

800 1000 1200 1400

Figur 4.4: Relativ frekvens. Strgmforbruk.
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iv) Inndeling 4:

Deler malingene inn i 32 intervall.

r
A
05 —4—
04 ——
A T f
02| (x)
02 |
01—
\/v\ | 1 1 — X
600 800 1000 1200 1400

Figur 4.5: Relativ frekvens og tetthetsfunksjon. Strgmforbruk.

Nar vi deler den relative frekvensen inn i finere og finere ”maskevidder” sa danner det en ”glatt”
kruve, en kontinuerlig kurve.

Denne kontinuerlige kurven kalles tetthetsfunksjonen:

f(z) = tettehetsfunksjon (4.5)
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Pa samme mate som at f,.(n;) er rett normalisert
nq N9 ng ny

Zfr(n,) = fr(n1) + f,,(nz) + fr(ng) + fr(n4) = g-{-—‘F—‘FE (46)

B 40+136+1l4+75 _365_1 (47)
365 365 365 365 365 '

sa er ogsa f(z) rett normalisert

Tslutt
/ flx)de =1 (4.8)

Sannsynligheten regnes ut via et integral: H

Pla<X<b) = /bf(a‘)dx (4.10)

hvor P(a <X < b) = sannsynligheten for at strgmforbruket ligger mellom a og b.

f(x)

sannsynlighet

05 ——

04 4

03 ——

02 |+

01—

| : ﬁ |
1 | ! f
640 g0 @ 1000 b 1200 14?0

xsta rt xslutt

Figur 4.6: Relativ frekvens og tetthetsfunksjon. Strgmforbruk.

! Analogt, for en diskret sannsynlighetfordeling er:

Pla<X<b) = Y P(X =) (4.9)



4.2 Normalfordelingen (kontinuerlig)

Det viser seg at svaert mange fenomen og malinger har sannsynlighetsfordelinger som kan beskrives
av en spesiell, glatt og fin funksjon.

Med god tilnsermelse kan denne glatte, fine og spesielle fordelingen beskrive sannsynlighetforde-
lingen til for eksempel blodtrykk, reisetid, malingsfeiler og hgyde pa personer osv.

Denne spesielle fordelingen kalles normalfordelingen. E|
Eksempel pa denne glatte og fine fordelingen ser du i figur [4.7
Normalfordelingen har en helt sentral rolle i statistikken, blant annet fordi:

e beskriver fordelingen til sveert mange fenomen med god tilnaeremelse
e har gode matematiske egenskaper som gjor den den ”enkel” a regne pa

e det viser seg at dersom man har mange like fordelinger, ikke ngdvendigvis normalfordelinger,
sa er gjennomsnittet av dem normalfordelt E|

i) T
o N
i -i
/ |

\ ]
02 \ N 1
p=0. o"=50 /fj “\é\ .

o
>
— 3

Figur 4.7: Ulike normalfordelinger.

2Fordelingen kalles ogsd en Gauss -fordeling.
3Dette kalles sentralgrensesetningen (CLT) og er noe vi skal se pa senere. Denne setningen er helt grunnleggende
i statistikk.
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diskret kont.

Eksempel: ( binominal fordeling ~ mnormalfordeling )

I dette eksemplet skal vi vise, under visse betingelser, at en binomialfordeling med god tilnsermelse
kan beskrives av en normalfordeling.

Anta at X er binomialfordelt:

X ~ Bin[n=6,p=05] (4.11)

a) Finn den eksakte verdien til P(X < 2).

b) Dersom man regner ut P(X < 2) via en tilpasset normalfordeling med
E[X]| =np og Var[X] = np(1 — p), sa far man:

P(X <2) =~ 0.3409 (tilngermet) (4.12)

Sammenlign svarene i oppgave a og b og kommenter svaret.

——Normal PDF
Ma kompensere for at vi 03 Binomial PDF

"slpyfer” dette rektangulzere

arealet Lre5a)
\ n=6

P(X=x) l

0.15

0.1

0.05 /

o
i

ORI

Figur 4.8: Binomisk fordeling (diskret) og normalfordelingen (kontinuerlig).

197


http://en.wikipedia.org/wiki/Binomial_distribution
http://no.wikipedia.org/wiki/Normalfordeling

diskret

—
a) Eksakt svar: (binominal fordeling )

P(X <2) = summen av arealene til de 3 sgylene markert med rodt i figur (4.8)

— P(X=0) + P(X=1) + P(X =2) (4.13)

= (g) PP (1=p)"° + (Tf) pl-p)"t + (Z) P (1—p)"? (4.14)

— 0.0156250 + 0.093750 + 0.234375 = 0.34375 (cksakt)  (4.15)

b)  Sammenligner:
P(X<2) = 034375 (cksakt) (4.16)
P(X <2) = 0.3409 (tilneermet) (4.17)

Dette er en god tilnsermelse.
Det viser seg at under visse betingelser, nemlig:

n-p(l—p) 2 5 (4.18)

~Y

sa kan en binomialfordeling med tilnsermelse beskrives av en normalfordeling.
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kont. 2 param.
/—/L /—pH
Definisjon: (mormalfordeling [}, X ~ Nlu,0o])

Tetthetsfunksjonen til en normalfordeling er: E|

frla) = <= ¢ (4.19)
hvor [
p = E[X] = forventingen av X ( lokalisering av toppunkt )
0’ = Var[X] = variansen av X
o = Vo? = standardavviket av X ( halvbredden av kurven )
fxlx) 2of———————

I |

=0, ot =1.0 7]

| \
02 \ /
p=0, a2=50 /fj *\\N\ .

Figur 4.9: Normalfordelinger.

4Normalfordelingen kalles ogsé en Gauss-fordeling.
®Lign.(4.19) er en tetthetsfunksjon.
6/ leses “my”. o leses “sigma’”.
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Noen egenskaper til normalfordelingen:

1. fx(x) er symmetrisk om forventingsverdien E[X]| = pu

2. Arealet under kurven er alltid lik 1. Vi sier at normalfordelingen er normert til 1: E|

/_ T @ de =1 (423)

3. Forventingsverdien E[X] = pu = lokalisering til toppunktet, med andre ord tyngdepunktet.

4. Standardavviket o = \/Var[X] sier noe om “bredden”, dvs. spredningen, til normalforde-
lingen, se figur (4.9).

Sannsynligheten finner man ved a integrere:

Pla<X <b) = /b f(z)dx (4.24)

PS:
Dette er et statistikkurs, ikke et matematikkurs. Derfor skal vi ikke a regne ut integralet i
lign.(4.24)) her. Vi skal bare gjgre et tabelloppslag hvor integralene er regnet ut.

—_—————

NB!

"Dette er helt analogt med betingelsen i lign.(1.29) >7" , p; = 1.
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4.2.1 Standardisering

For a slippe a integrere sa skal vi na fgrst gjgre en omskalering som heter standardisering.
Etter at normalfordelingen har blitt standardisert sa ligger alt klart til a gjgre tabelloppslag.

Spesieltilfellet med E[X]| = 0 og Var[X] = 1 gjor at den generelle normalfordelingen i lign.(4.19))
reduserer seg til det som kalles den standardiserte normalfordelingen. Denne standard normal-
fordelingen spiller en sa sentral rolle at vi formulerer den i en egen setning;:

kont.

——
Definisjon: ( standardisert normalfordeling, X ~ N[u=0,0=1])

La X veere en kontinuerlig stokastisk variabel. Dersom

EX] =p=0 Var[X] = o* =1 (4.25)

sa vil den generelle normalfordelingen i lign.(4.19)) redusere seg til

Fel@) = —— % (4.26)

Dette kalles den standardiserte normalfordelingen.

201


http://no.wikipedia.org/wiki/Normalfordeling
http://no.wikipedia.org/wiki/Normalfordeling

4.2.2 Standardisering = omskalering

En hvilken som helst generell normalfordeling fx(z) (med p # 0 og o # 1) kan skaleres om til en
standard normalfordeling fz(z) (med u = 0 og o = 1). Dette innser vi ved a betrakte folgende
sammenheng mellom Z og X:

(4.27)

Et illustrativt eksempel pa effekten av denne OMSKALERINGEN er:

A x-variabel: f,(2) z-variabel:

fx(x)

Figur 4.10: Tetthetsfunksjonen fx(z) med X-variabelen og f7(z) med Z-variabelen.
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Som figuren illustrerer, den nye OMSKALERTE variabelen har fglgende effekt:

e fordelingen (dvs. grafen) flyttes slik at den blir symmetrisk om y-aksen, dvs. forventingen
endres fra 3 til u =10

e fordelingen (dvs. grafen) blitt smalere og hoyere (!) siden standardavviket endres fra 1.4 til
oc=1

e det totale arealet under grafen er forsatt normert til 1, ogsa etter omskaleringen []

8Dette er kanskje ikke sa lett & se med det blotte gyne, men det kan vises matematisk.
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Matematisk sa betyr det faktum at © = 0 og 0 = 1 i den nye omskalerte variabelen, fglgende:

E[Z] =0 : Var(Z] = 1 (4.28)
Bevis:
Forventning og varians for Z: ( bruker regnereglene i lign.([2.64)-(2.71]) )
X —pu 1
Blz) = 5" = X = BXow = uep = 0 (429)
—_— o o ——
=u
X — 1
Var(Z] = Var { M] = — Var[X —y (4.30)
o o
1 1 9 o?
= §<Va7’[X]—Var[,u]) = ?(U —O) =5 = 1 (4.31)
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4.2.3 Sammenhengen mellom P(Z < z) og G(z)

La oss se pa en bestemt verdi Z = z som illustrert i figur (4.11)). Arealet til venstre for denne
verdien z representerer en sannsynlighet:

arealet til venstre for z = sannsynligheten for at den stokastiske variabelen Z

har verdier mindre eller lik 2
= P(Z<2) (4.32)

Arealet til venstre for z er det samme som integralet under grafen fz(z): [

=G(z)
— e tabelloppslag
stopp z def. Py
P(Z<z2) = / = / fz(s) ds = G(z) (4.33)
- start —o0 -

Gauss-integralet| G(z) behgver ikke regnes ut av oss. Det er tabelloppslag. Tabell finnes pa side

areal = G(z)

-1

Figur 4.11: Arealet som vist representerer sannsynligheten P(Z < z).

9Dette integralet er et Gaussintegral. Derfor velges bokstaven G.
(En del engelske bgker bruker notasjonen ®(z) istedet for G(z).)
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P(Z <z) = G(z)
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kont.

—
Eksempel: ( 7(X < 1) | normalfordeling )

generell normalfordeling
7\

Anta at X ~ Nlp=3,0= 1.41 dvs. anta at X er normalfordelt med EF[X] = pu =3
og /Var[X]=0=14.

Hvaer (X < 4)?7

Lgsning;:

Matematisk vet vi at det er lov a trekke fra et tall pa begge sider av et ulikhetstegn, dvs. ulikheten
forblir den samme. Det er ogsa lov a dele pa samme positive tall pa begge sider. Dermed:

standardiser X - 4 —
P(X < 4) Stendard P( P < ”) (4.34)
_— o o
X—p 4-3
= P < .
( o 14 ) (4:35)
—— =
=7 ~0.71
=  P(z<071) = G0.71) =" 0.7611 (4.36)

A x-variabel: z-variabel:
fx(x)
c=1.4
n=3
P(X<4) AN
(0 N o (3) ]\
| 1
2 M 4 6 -1 T4
K 071

Figur 4.12: Sannsynlighetene /(X < 1) og P(Z < 0.71) er like, dvs. det gronne og det rgde arealet
er likt.
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Setning: ( P(X <x), P(Z <z) og G(2))

generell n.-fordeling standard n.-fordeling

=

La X ~ Nlp,0] og Z ~ Nlp=0,0 =1], dvs. X og Z veere kontinuerlige stokastiske variabeler
relatert pa folgende mate:

(4.37)

Da er den kumulative sannsynlighetsfordelingen gitt ved:

P(X<z) = P(Z<z) = G(z2) (4.38)
W N -~ 7
integral tabelloppslag

hvor [

G(z) = /Z fz(z) dz (4.39)

J

~
tabelloppslag for normalfordeling

og fz(z) er gitt ved lign.(4.20)).

0Dette integralet G(z), Gaussintegralet, behgver ikke regnes ut. Det er tabelloppslag. Tabell finnes pa side
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tabelloppslag

~
Setning: ( egenskap til G(z) )

Fra figur (4.13) innser vi at

G(z) + G(—z) = arealet under hele kurven

Altsa vi kan skrive:

G(—z) = 1 — G(») (4.41)

eller ekvivalent

Dette betyr at vi kun behgver G(z) med positivt argument.

G(z) (med positivt argument) er som tidligere nevnt tabelloppslag.
En slik tabell finnes pa side 206]

fZ(z) N

areal =
G(z)

areal = G(-2)

z t
-2z

Figur 4.13: Arealene representerer Gauss-integralene GG(z) og G(—z).
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kont.

—
Eksempel: ( normalfordeling , logistikk )

En bedrift som produserer rgr som settes sammen til gassrgrledninger. Bedriften har en maskin
som produserer rgr, som til en bestemt rgrledning skal veere omtrent 9 meter lang. Lengden til rgr
produsert av maskinen er med god tilnszermelse beskrevet av en normalfordeling. Anta at denne
maskinen produserer r¢r som har en forventning

p = 9 meter (4.43)
og standardavvik

o = 0.1 meter (4.44)

a) Hvordan vil du definere den stokastiske variabelen i dette problemet?
b) Hva er sannsynligheten for at et tilfeldig valgt rer er 9.2 meter eller lengere?

c) Hva er sannsynligheten for at lengden et tilfeldig valgt ror ligger mellom
8.9 meter og 9.1 meter?

Figur 4.14: Gassrgr som lagres etter produksjon.
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Du jobber i bedriften som ansvarlig for leveranse av gassrgr til store prosjekt. Herunder kommer
ogsa tilhgrende logistikk og kvalitetssikring. Ett av flere mal pa kvalitet i denne sammenheng er
presisjonen av lengden pa rgrene.

Bedriften har fatt i oppdrag fra A/S Norske Shell a produsere 11.25 kilometer med gassror for
Shell pa Nyhamna i Aukra. Shell krever en feilmargin pa + 5 meter. Dette betyr at Shell kan leve
med at den totale lengden av rgrledningen er 5 meter lengere eller kortere enn spesifisert verdi.

d) Hva er forventet totallengde av rgrledningen?

e) Hva er variansen til totallengden? Anta at lengden til hvert rgr er uavhengige.

f)  Hva er sannsynligheten for at totallengden blir for lang eller for kort?

g) Dersom standardavviket til lengden av et gitt rgr, o, kunne justeres til
en annen verdi, hvilken verdi mate det justeres til for at sannsynligheten
for at rgr ledningen blir for lang eller for kort, skal bli 1 %?

Figur 4.15: Gassrgr pa Nyhamna i Aukra.
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Lgsning:

a) I situasjonen som beskrevet i oppgaven er det hensiktsmessig a definere
den stokastiske variabelen:

X = lengden av et tilfeldig valgt ror (4.45)

b) Sannsynligheten for at et tilfeldig valgt ror er 9.2 meter eller lengere:

standardiser X — 2 — 2 —
P(X >92) St P< i Y “) = P(Z29019> (4.46)
—_———— g g .
=7 =2
ign. (4. lign.(4.39
ts 1~ piz<2) "D _ g (4.47)
~—
se tabell
- 1 — 09772 = 0.023 (4.48)

c) Sannsynligheten for at lengden et tilfeldig valgt ror ligger mellom
8.9 meter og 9.1 meter?

P(89<X<91) = P(X<91) — P(X <8.9) (4.49)
_ P<i(’,;< 9'10_ “) - P(if,;< 8'90_ “) (4.50)
_ P<Z gilo_i) - P(z giﬁ) (4.51)
- P(Z<1) - (1—P(Z§ 1)) N (4.52)
- 2P(Z<1) — 1 (4.53)
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d)

P(89< X <91) = 2P(Z<1) — 1 (4.54)

lign. (4.39)

= 2 G(1) -1 (4.55)
~——
se tabell
= 2-08413 — 1 = 0.6826 (4.56)
Shell skal ha 11250 meter med rgr. Hvert rgr er 9 meter, dvs. man trenger totalt
% = 1250 rgr. Forventet totallengde av rgrledningen blir dermed:
E[Xtota‘l] = E[Xl + Xo + .. + Xijgo + X1150} (4.57)
= 1250 stk.
lign. ([2.67) S
: EIX) + E[X2) + .. + ElXiw) + E[Xm0] (458
=pu=9
—~
- 1250 - E[X] (4.59)
= 1250 -9 meter (4.60)
= 11250 meter (4.61)
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e) Siden lengden til hvert rgr er uavhengige, sa gjelder:

Var[ Xt | = Var[Xi + Xo 4+ . + Xiowg + Xios0] (4.62)

= 1250 stk.
7\

= V&T[Xl] + VGT[XQ] + ...+ VCLT[X1249] + VCL’T‘[X1250] (463)

=0.12

—
= 1250 - Var[X] (4.64)
= 1250-0.17 meter? (4.65)
= 12,5 meter? (4.66)

med tilhgrende [standardavvik

o[ Xiotal] = \/Var[Xtotal] = V125 =~ 3.54 meter. (4.67)
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f)  Sannsynligheten for at blir totallengden blir for lang eller for kort:

eller

P( Xiotal < 11245 “U " Xigpa > 11255) = P(Xioral < 11245)

_|_
P (Xiota > 11255)

- 2 . P(Xtotal < 1]_ 245)

hvor disse to overgangene kan forklares via figur ({4.16]).

thotaI(xtotaI)

= 2 e

4

\ W=11250 (N, < 11245 U X, > 11255)

c=3.54

Xtotal

11245 11250 11255

P(Xioa < 11245)

A

thotaI(xtotaI)

Xiotal

11245 11250 11255

Figur 4.16: Visualisering av lign. (4.66]).

215

(4.68)

(4.69)



eller

P( Xiota1 < 11245 “U " Xy > 11255) = 2+ P (X < 11245) (4.70)

5. p X —u < 11245 — 11250
o . 3.54

-7 — 141
= 2-P(Z < -141) (4.71)
— 2. (1 ~ P(Z < 141) ) (4.72)
——_— —
=0.9207
—- 2. (1 - 0.9208) (4.73)

%

)
—_
(@)

;

(4.74)
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g) Vi skal finne det standardavviket o for lengden av et gitt rgr, som gjor at
sannsynligheten for at rgr ledningen blir for lang eller for kort, skal bli 1 %:

P(for kort eller for lang) = 0.01 (4.75)
P(Xiopa < 11245 U X > 11255) = 0.01 (4.76)

= P(Xtotal<11245) + P(Xtotal>11255)

Siden begivenheten “for kort” og begivenheten “for lang” ikke overlapper,
dvs. de er disjunkte sa kan vi bruke den spesielle addisjons setning:

P(Xopat < 11245) +  P(Xyora > 11255) = 0.01 (4.77)

Siden normalfordelingen er symmetrisk sa innser f.eks. fra figur (4.16]) at:
P(Xiota1 < 11245) = P(Xiota > 11255) (4.78)

dvs. sannsynligheten for at rgrledningen er “for kort” er den samme som sannsynligheten

for at den er “for lang”, P(for kort) = P(for lang). Lign.(4.77)) gir dermed:
2. P(Xiota < 11245) - 0.01 (4.79)
0.01
P(Xiota < 11245) = - (4.80)
Xtotal — Htotal 11245 — /«Ltotal) standardiser 0.01
P < = — 4.81
( U[Xtotal] - 2 ( )
—_———
= Ziotal
11245 — 11250
P(Ztotal S ) - 0005 (482)
0.1414
P<Ztotal < — ) = 0.005
o

=1 = P(Ziorar<%42)

hvor vi har brukt at standardavviket| for den totale rgrledningen er
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0.1414
P (Ztotal < >

= 1 — 0.005 (4.83)
———
= 0.9950

Ved “omvendt tilbabelloppslag”: tallet 0.9950 ligger midt mellom 0.9949 og 0.9951, se
arealtabellen pa side 206} Dette tilsvarer at argumentet er 2.575. Dermed:

0.1414
= 2575 (4.84)
g
0.1414
o e 0.055 (4.85)

Konklusjon:

Dersom standardavviket (“usikkerheten” /spredningen) til lengden av et gitt ror reduseres til

o = 0.055 meter (= 5.5 cm) sa er det 1 % sannsynlighet for at dem totale rgrlednigen
er for kort eller for lang.
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4.2.4 Diskret vs kontinuerlig fordeling: en viktig forskjell

En viktig forskjell mellom en diskret og kontinuerlig sannsynlighetsfordeling er fglgende:

isk. n) .
P(X<2) & 1 - px=3) (diskret) (4.86)
kont. . .
P(X<2) "= 1 - p(X>2 kontinuerl 487
(X <2) (X=2) (kontinuerlig) (4.87)

I det kontinuerlige tilfellet, siden integralet over kun et punkt er null, faa fx(z)dx = 0, sa kan vi
bade ha mindre enn “eller lik”, <, pa venstre siden i lign.(4.86)), og ogsa “eller lik” pa hgyre
side. Det kan vi ikke i det diskrete tilfellet. [1]

Diskret:

<++ +>>x
T ==

X <2 x@z

X <2 x(2) 2

Figur 4.17: Diskret vs kontinuerlig fordeling: en viktig forskjell.

1T det kontinuerlige tilfellet s& kan man ogsé dette skrives pa fglgende mate:

P(X <ux) kont. P(X<z) + P(X=2) = PX<ux) (kontinuerlig) (4.88)
———

kont

250
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4.2.5 Standardavvik o og %-vis areal

Som vi har leert tidligere sa er varians og standardavvik et mal pa spredning. For en normalfordeling

med et gitt standardavvikl o, sa dekker intervallet

p—o < X < p+o hele 68.2 % av arealet

under sannsynlighetfordelingen fy(x). Tilsvarende dekker intervallet

u—20 < X < p+20 hele 95.4 % av arealet

under sannsynlighetfordelingen fx(x). Dette er illustrert i denne figuren:

X

pirido Wi 20l elg )2 Lto pt2c p430
| 68.2% ]

Figur 4.18: Standardavvik o og %-vis areal for en normalfordeling,
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kont.

—
Eksempel: ( normalfordeling , gkonomi )

Anta at du er gkonomisjef i et selskap som produserer kjpleskapmotorer. For ha kontroll pa gko-
nomien til selskapet sa ma selskapet vite litt om levetiden til disse motorene. Det viser set at
levetiden er normalfordelt| med forventet levetid pa 19.4 ar . Standardavviket| er 4.3 ar.

S—— ~—~—

= K = 0o

a) Hva er sannsynligheten for at en motor fungerer i 12 ar eller mindre?
b) Hva er sannsynligheten for at en motor fungerer i 25 ar eller mer?

c) Hva er sannsynligheten for at en motor fungerer mer enn 10 ar, men mindre enn 20 ar?

Figur 4.19: Produksjon av kjoleskap og kjsleskapmotorer.
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For a fremme salget av sine motorergnsker selskapet a ga ut med en levetidsgaranti.
Denne garantien gar ut pa at kunden kostnadfritt far ny motor dersom den ryker innenfor ga-
rantitiden.

d) Hvor mange ars garanti kan selskapet ga ut med dersom de ikke gnsker a erstatte mer
enn 2 % av motorene?

Selskapet tjener totalt 1200 NOK pa en moter som holder hele garantitiden. For motorer som
ryker innenfor garantitiden sa taper selskapet 4500 NOK.

e) i) Dersom selskapet opererer med 12 ar garanti pa motorene, hva er da forventet fortjeneste
pa salg av en motor?

ii) Hvordan vil du tolke resultatet i forrige oppgave?
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Lgsning;:

La [

X = levetiden til en tilfeldig valgt motor

Siden forventet levetid pa 19.4 ar med standardavvik pa 4.3 ar, sa har vi:

pw = 194 ) o = 4.3

a) Sannsynligheten for at en motor fungerer i 12 ar eller mindre:

P(X<12) — P<X—u < 12—,u> _ P<X—u < 12;;9.4)
—_— g g g .
=7 =7 =—1.72
— = P(Z<-172) =1 - P(Z<172) =1 — G(1.72)
——— N——
=G(1.72) se tabell

se tabell

12X er altsa en kontinuerlig stokastisk variabel.
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b) Sannsynligheten for at en motor fungerer i 25 ar eller mer:

P(X >25) =

1 — P(X < 25)

- - X —p  25-19.4
1—P(X o2 “):1—13( po® 9)
g

- 43
—
=1.30

o
——

g
——
=7 =7

1 — P(Z<130) =1 — P(Z<130) = 1 — G(1.72)

~———
=G(1.30)

——
se tabell

se tabell

c) Sannynligheten for at en motor fungerer mer enn 10 ar, men mindre enn 20 ar:

P(10 < X < 20)

P(X <20)— P(X <10)

X—p 20— X — 10 —
P< B A f ft
g g g g
—— ——
=7 =
X—p 20-194 X — 10 — 19.4
P F < P o
o 4.3 o 4.3
—— N— N——
=7 =0.14 =7Z =-2.19

P(Z<0.14) — (1-P(Z <219))
—_——— —_——
=G(0.14) =G(2.19)

0.5557 — (1—0.9857) = 0.5414

se tabell
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d) La X, veere den ukjente garantitiden som vi skal finne. Dersom selskapet ikke gnsker a
erstatte mer enn 2% av motorene, sa betyr det:

P(X <X, = 002 (4.106)
La oss standardisere denne:
X — X, —
P( e “) = 0.02 (4.107)
—— I
=7 negativ
- X
1—P(Z§” 9) = 0.02 (4.108)
N
positiv
- X
P(Z <K 9) = 0.98 (4.109)
o

Ved “omvendt tilbabelloppslag” ser vi at 0.9798 er det som er naermest 0.98, se
arealtabellen side Dette tilsvarer at argumentet er 2.05. Dermed:

Z = 2.05 (4.110)
=X _ 905 (4.111)
g
X, = 106 (4.112)

Konklusjon:

Dersom selskapet ikke gnsker a erstatte mer enn 2 % av motorene, sa kan selskapet max
ga ut med en levetidsgaranti pa 10.6 ar.
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F = fortjenesten til selskapet ved salg av en tilfeldig valgt motor (4.113)

Utfallet til F' er enten 1200 kroner eller —4500 kroner, dvs. = { —4500, 1200 }.
Fra kap.(2) og lign.(2.17)) vet vi at forventning er:

B(F) "ED S fp(R =) (4.114)
i=1
ma finne denne ma finne denne
/_H - A
= 1200 P(F =1200) + (—4500)- P(F = —4500) (4.115)

Men sannsynlighten for a tjene 1200 kroner, P(F = 1200), er lik sannsynligheten for
at motoren holder i hele garantitiden. Altsa:

P(F =1200) = sanns. for a tjene 1200 kroner ved salg av en tilfeldig motor (4.116)
= sanns. for at motoren holder i hele garantitiden pa 12 ar (4.117)
= P(X >12) (4.118)
= 1 - P(X<12) (4.119)
- 1_P<X_“§12_”> (4.120)

o o

——
-z

12 -19.3
=1-PlZ —— 4.121
( =43 ) (4.121)

=172

= 1 - P(Z<-172) (4.122)
= 1-(I-P(Z>172) (4.123)
= P(Z>172) = 0.9573 (4.124)
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Tilsvarende: sannsynlighten for a tjene 1200 kroner, P(F = 1200), er like sannsynligheten

for at motoren holder i hele garantitiden. Altsa:

P(F = —4500) = sanns. for a tjene -4500 kroner ved salg av en tilfeldig motor

= sanns. for at motoren ¢kke holder i hele garantitiden pa 12 ar
= P(X<12)

= 1 — P(X>12)
N———

=0.9573

= 1 — 09573 = 0.0427

Innsatt i lign.(4.115)):
0.9573 0.0427
ion. (7. —— - % ~
B(F) 1200 - P(F = 1200) + (—4500) - P(F = —4500)
— 120009573 + (—4500)-0.0427 = 956.6

ii) Tolking:

E[F] = gjennomsnittlig fortjeneste per solgte motor i det lange lop
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4.3 Oversikt: Bin, Hyp, Poi og N

Vi har i dette kapitlet leert om fire sannsynlighetsfordelinger:

1. Binomisk fordeling
2. Den hypergeometriske fordeling
3. |Poissonfordelingen

4. Normalfording

Pa de to neste sidene er det laget en oversikt over disse fire fordelingene. Seerlig viktig er kom-
mentarene. Disse kommentarene som sier blant annet noe om for hvilke situasjoner de respektive
fordelingene beskriver.

Nar man stgter pa en situasjon hvor man skal avgjore hvilken sannsynlighetsfordeling som er kan
veere aktuell for a beskrive/modellere en situasjon sa kan en slik oversikt veere til stor hjelp.
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Bin[n, p]

Hyp[N, M, n]

Poi[ A ]

N[u,o]

2 param. 3 param. 1 param. 2 param.
diskret diskret diskret kontinuerlig
P(X=z = (J) p (1 —7 P(X = 1) lef ("’ / ((\"j A P(X = r) = jr f'\ (2 — \ — -

EX] = n-p EIX] = n % E[X] = A EIX
Var[X] = n-p(1—p) VarlX] = :—T %(1 %) Var[X] = A Var|X T




Bin[n,p]

Hyp[N, M ,n]

Poi[ A ]

N[u,o]

1)
2)
3)

4)

2 mulig utfall
samme ”p” for "suksess”
uavhengige

n antall forsgk

1) x antall "suksesser” /
"spesielle”

2) N antalli grunnmengden
3) M antall "spesielle”

4) n antall trukne elementer

1) x antall begivenheter
innenfor en gitt tid

2) A = rate

1) Tetthetsfunksjon f,(x)

2) Gausskurve

- kienner ikke fordelingen
i urnen

- m / tilbakelegging

»”

- teller opp antall "suksesser

- kjenner fordelingen
i urnen

- u/ tilbakelegging

- teller opp antall ”suksesser”

rate ( konstant)

antall begivenheter innenfor
en gitt tid eller gitt rom

telleforsgk
"loven om skjeldne begivenh.”

- under bestemte betingelser
vil mange diskrete og
kontinuerige fordelinger
med god tilnzering vaere
normalfordelt (f.eks.”CLT”)

N=500, M=50, n=50

N =500 M =50
0.1
Al ‘ |l|.|l I .
10

20 30 a0 50

( . n=100

P(X=x)




4.4 Sentralgrensesetningen

Sentralgrenseteoremet er et sentralt teorem (=leeresetning) innen matematisk statistikk og sann-
synlighetsteori. Teoremet sier at en

diskret ELLER kont.

sum av uavhengige og identisk fordelte stokastiske variabler

gar mot en normal/fordeling nar antallet gar mot uendelig.
H'/—’ - —=

Firw Rows Firw Rows
Few Trials ManyTrials

a N\

/]
FREQUENCY FREQDUENRCY \
= / ] 2 / \ -

SCORE SCORE
Mot very geod! Closer!

Many Rows
Firw Trials

Many Rows
Many Trials

FREGUEMCY FREQUENCY

SCORE SCORE

Mot oo good Good fitl

Figur 4.20: Visualisering av sentralgrenseteoremet (“CLT").
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Eksempel: ( n stk. terninger , sentralgrensesetningen| )

I dette eksemplet skal vi se pa terningkast. Med flere terninger. Vi definerer:

n = antall terninger i et terningkast (4.133)

X = gjennomsnittet av antall gyne med n terninger (4.134)

Her er n bare en konstant. X er en stokastisk variabel.

Forst skal vi gjore et forsgk med kun en terning, n = 1. Deretter gjor vi et nytt forsgk, men denne
gangen med 2 terninger, n = 2. Deretter atter et nytt forsgk med 3 terninger n = 3 osv.

Colourbox

Foto:
(=)
o/

Figur 4.21: Terningkast.
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En terning.
Med bare en terning, n = 1, sa er apenbart ¥ = ;. Sannsynlighetsfordelingen til gjennomsnittet

T, dvs. P(X =7) =1/6 = 0.166..., kan visualiseres slik:

| En terning.
° (n=1)

P(X=X)

0.14
|

0.12
|

0.10

x|

Figur 4.22: P(X =) for en terning (n = 1).

iil) n=2:

To terninger.
Dersom vi kaster to terninger, n = 2, sa kan vi regne ut gjennomsnittet av antall gyne til tering-
kastene. F.eks., dersom utfallet blir 1 gyne og 4 gyne sa er gjennomsnittet:

n <
=1

(144) = 25 (4.135)

n
_ lign(B2) 1

DN | —
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Sannsynligheten P(X = 2.5) for at vare n = 2 terninger skal gi et gjennomsnittet pa 7 = 2.5
kan finnes via urnemodellen siden dette er en tellesituasjon: Det er 4 mulige mater at a fa
gjennomsnittet T = 2.5 pa . Totalt er det 62 = 36 mulige utfall . Sannsynligheten P(X = 2.5)
er da gitt ved:

P(X=25) — antall gunstige utfall 4

= 4.1
antall mulige utfall 36 (4.136)

Tilsvarende kan vi regne ut P(X = 7) for alle andre mulige utfall av 7.

P(X=x) 4 4 mulige mater n=2

015 4 ED
=] G0 B0
010 1 CC 0 CIC) GIC) EIC)
C-JC GO ) (0 (0 COE) B3
0 1 N 0 O
(0] G0 CE) GO R C63 O CJES 6

1 2 3 4 5 6

0.05

v
x|

Figur 4.23: P(X = 7) for man kaster n = 2 terninger.

P(X =7) for de forskjellige mulige verdiene av T finnes via tellemetoden:

PX=1 = — (4.137)
P(X =15 = — (4.138)
PX=2 = — (4.139)
P(X=25 = — (4.140)

PX=3) = — (4.141)

13Det er utfallene (1,4), (4,1), (2,3) og (3,2).
14Dette tilsvarer et ordnet utvalg med tilbakelegging, dvs. situasjon 1, se lign. i kapittel |Bl Med N = 6 og
s = 2 far man N° = 62 = 36.
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P(X=35) = %
— 5

_ 4
P(X =45) = %
— 3
P(X=5) = %
— 2
P(X =55) = %
- 1
P(X=6) = %

Sannsynlighetene i lign.(4.137)-(4.147)) kan plottes i en figur:

Figur 4.24: P(X =) for to terninger, n = 2.
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iii) n=8:

8 terninger.
Dersom vi kaster n = 8 terninger sa kan vi regne ut sannsynlighetsfordelingen for gj.snittet T pa
samme mate som ovenfor. Resultatet blir:

0.08
Il

0.06
|

0.04

|
T T
2 5

Figur 4.25: P(X = ) for atte terninger, n = 8.

P(X=X)

0.02
|

0.00

s X

iv) n=16:

16 terninger.
Dersom vi kaster n = 16 terninger sa blir sannsynlighetsfordelingen for gj.snittet 7:

0.04 0.05 0.06
| |

0.03
|

P(X=X)

0.02
|

0.01
|

0.00

.

T
3 4 5 6

x|

—

Figur 4.26: P(X = 7) for 16 terninger, n = 16.
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0.12 0.14 0.16 0.18 0.20 0.22
I

0.10

0.08

0.06

0.04

0.02

P(X=X) n=1
P(X=X) n=8
. . ; ‘

x|

x|

0.15

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

0.00

P(T(=7) n=2

T T T T
2 3 4 5

Figur 4.27: P(X =) for n = 1,2, 8,16 terningkast.
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Med forutseningene

e terningene er helt like E

e uavhengige terninger H

sa ser vi at

e Lokaliseringsmal:
Forventningen til gjennomsnittet av antall gyne E[ X | er den samme som forventningen til
antall gyne nar man kun har én terning E[X;]:

E[X] = E[X;] = 35 (samme) (4.148)

e Spredningsmal:
P(X = 7) blir smalere og smalere,
dvs. wvariansen til gjennomsnittet av terningkast Var[ X | er mindre enn variansen til et
enkeltstaende terningkast Var[X;)]:

Var[X] < Var[Xj] (mindre) (4.149)

5Hovedpoenget her er altsi at alle terningene har samme sannsynlighetsfordeling. Altsa at terningene er helt
like. Hovedpoenget er ikke i denne sammenheng at sannsynligheten for et gitt utfall for en gitt terning ogsa er det
samme, P(X =1)=P(X =2)=..P(X =6)=1/6.

16 Altsa at utfallet til hver enkelt terning er uavhengige av hverandre.
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Setning: ( “CLT” m , sentralgrensesetningen ) ( versjon 1)

La X;, X5, X3, ... X, veere stokastiske variabler. Anta:

e alle X, er uavhengige

diskret ELLER kont.

A

e alle X; har samme sannsynlighetsfordeling P (X =),

dvs. E[X;]=p og Var[X;|=o0> forallei=1,23,..,

Da gjelder at gjennomsnittet X: ( n = antall stok. var. )

— X X X X,

X - ST F AsE e (4.150)

n
er normalfordelt i grensen nar antall forsgk n blir stor:
— n = stor g
2 N[, =] 4.151
P (4.151)

altsa  P(X =7) er normalfordelt med forventning og varians hhv.

E[X] = u og Var[X| = -

(4.152)

17P4 engelsk brukes ofte forkortelsen CLT, dvs. “central limit theorem) .
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Setning: ( “CLT" E , [sentralgrensesetningen ) ( versjon 2 )

La X;, X5, X3, ... X, vaere stokastiske variabler. Anta:

e alle X, er uavhengige

diskret ELLER kont.

A

e alle X; har samme sannsynlighetsfordeling P (X =),

dvs. E[X;]=p og Var[X;|=0? forallei=1,23,..

M.
Da gjelder at summen Y ( n = antall stok. var. )
Y = X; + X9 + X5 + ... + X, (4.153)
er normalfordelt i grensen nar antall forsgk n blir stor:
y "R N[n,u, \/ﬁa} (4.154)

altsa  P(Y =y) er normalfordelt med forventning og varians hhv.

ElY] = nu 0g Var[Y] = no®

(4.155)

18p3 engelsk brukes ofte forkortelsen CLT, dvs. ‘central limit theorem”.
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Bevis:

Vi skal na ikke bevise CLT, men vi skal vise hvorfor lign.(4.152]) stemmer under de forutsetningene
som CLT har.

1) Forventing:

— X1+ Xo+ X, e + X0
E[X] = E[ At As T e ] (4.156)
— n
1
- E[—<X1+X2+X3+ +Xn>} (4.157)
n
1
- —E[X1+X2+X3+ +Xn} (4.158)
n
1
= - (E[Xl] + E[Xo] + E[ X3+ ... + E[Xn]> (4.159)
Men i CLT antar vi at alle stokastiske variablene har samme forventingsverdi,
dvs. E[Xi]=FE[Xs] =..=FE[X,] =p. Dermed:
1 n stk.
E[X] = ﬁ(u+u+u+...+u) (4.160)
= 1%’ = (4.161)
wt £ '

og vi har vist den fgrste sammenhengen i lign.(4.152]).
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2) Varians:

_ X+ Xo+ Xs+ oo + X,
Var[ X] = Var[ 1At A i } (4.162)
E— n
1
- Var[H<X1+X2+X3+ —|—Xn)] (4.163)
1 2
_ (H) Var[X1+X2+X3—|— +Xn] (4.164)

navh. G)Q (Var[X1]+Var[X2]—|—Var[X3]+ —|—Var[Xn]> (4.165)

hvor vi i siste overgang i lign.(4.165)) har brukt antagelsen om at de stokastiske variablene er
uavhengige.

Men i CLT antar vi ogsa at alle stokastiske variablene samme varians,

dvs. Var[Xy]| =Var[Xs] =...=Var[X,] = ¢ Dermed:
n stk.
o 1\2 /- ~ -
Var[X] = <—) (02+02+02+ . +o? ) (4.166)
— n
1 9 o
_ 1 _ o 4167
MO I (4.167)
og vi har vist den andre sammenhengen i lign.(4.155]).
|
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Veldig forenkelt og kort:
Dersom alle stokastiske variabler X; har samme vilkarlige fordeling P:

~ N ~P ~P ~ P ~P
=~ ~ = ~ = ~ =
Y = X; + Xo + Xz +... + X,
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Visualisering av sentralgrenseteoremet: ( n = antall stok. var. )

The Central Limit Theorem Applies to
Sampling Distributions from Any
Population

Normal Uniform Skewed General

Population /\

y

Il
o

Figur 4.28: Sentralgrenseteoremet.
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Pa “godt norsk” sa betyr dette:

Sannsynlighetsfordelingen til gjennomsnittet av stokastiske variabeler

med samme sannsynlighetsfordeling vil, for store n, bli normalfordeltl (4.169)
N g >, —_——

diskret ELLER kont. n 2 30

Kommentar:

CLT sier ogsa at forventingen til gjennomsnittet av tenringkast E[ X | og forventningen til et gitt
terningkast F[X;] er det samme

E[X] = E[X]] (samme) (4.170)

men standardavviket til gjennomsnittet av terningkast Var[ X | er mindre enn standardavviket
til gjennomsnittet av terningkast Var[X,]

o[ X] = U\[/);i] (mindre) (4.171)

Med andre ord:

jo flere forsgk vi beregner gjennomsnittet av, jo mindre blir standardavviket, dvs. jo mindre blir
“spredningen”.
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Kommentar:

Hvor stor n ma veere ( n = antall forsgk ) for at sentralgrensesetningen skal gjelde er avhengig av
situasjonen. Men en tommelfingerregel er at vi bgr ha

n > 30 (4.172)

dvs. antall forsgk ber veere ca. 30 eller mer.
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4.5 Diskrete fordelinger — mnormalfordeling

Under visse betingelser er det slik at diskrete sannsynlighetfordelinger er tilnzermet normalfordelt.
F.eks.:

e binomisk fordeling (diskret)
e hypergeometrisk fordeling (diskret)
e Poissonfordeling (diskret)

e generell diskret fordeling P(X = z)

-~

er, under visse betingelser, tilnsermet en normalfordeling.
kontinuerlig

P(X=x) 4
’”“ll“ Diskret ( punktsannsynlighet )
A
fx(x) o,
d ¥ . .
Kontinuerlig (tetthetsfunksjon)
4 N\
/ .

— > X

Figur 4.29: Fra diskret til kontinuerlig sannsynlighetsfordeling.

19Giden vi gnsker & tilnserme en diskret fordeling med en kontinuerlig normalfordeling s& bgr vi gjgre en heltall-
skorreksjon. Heltallkorreksjon er ikke pensum i MAT110.
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4.5.1 Sammenheng: Bin, Hyp, Poi og N

Under visse betingelser er fordelingene vi har lsert om om dette kurset tilnsermet like:

n = 50 og p S {lﬂ5/\ np(l—p) 2 5

Poi[ A ] N[p, o] (kontinuerlig)

Hyp[N,M,n]

N 2 2{]-?1/\ N =z 20-n og n%(l—%) =5

Bin[n,p] N[un,o] (kontinuerlig)

Poi[ A ]

Az

(g }

4

N[pn,o] (kontinuerlig)

Figur 4.30: Sammenheng: Bin, Hyp, Poi og N.
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4.6 Sum av uavhengige stokastiske variabler

Setning:  ( binomisk fordeling )

Anta at vi har uavhengige og binomisk fordelte stokastiske variabler
X1 ~ Bin[ny,p], Xz ~ Bin[ny,p] og X5 ~ Bin[ns, p|.
Da er ogsa summen

Y = X, + X + Xs (4.173)
binomisk fordelt:
Y ~ Bin[ny , p] (4.174)
hvor
ny = ni+ng+ns (4.175)
[ |

Du kan lese mer om dette i f.eks. wikipedia.

PS:
Det er ingen enkel eller generell sannsynlighetsfordeling for summen av uavhengige hypergeomet-
riske stokastiske variabler.
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Setning: ( Poisson fordeling )

Anta at vi har uavhengige og Poisson fordelte stokastiske variabler
X1 ~ POl[)\l ], XQ ~ POI[)\Q] og X3 ~ POl[/\g]
Da er ogsa summen

Y = X; + Xo + X (4.176)
Poisson fordelt:
Y ~ Poi| \y ] (4.177)
hvor
Ay = A+ Ao+ A3 (4.178)
[ |

Du kan lese mer om dette i f.eks. wikipedia.
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Setning:  ( normalfordeling )

Anta at vi har uavhengige og normalfordelte stokastiske variabler
Xl ~ N[MI,U%], X2 ~ N[/“L%O-%] og X3 ~ N[MB,U:)%]
Da er ogsa lineszerkombinajonen

Y = aXy + Xy + cXj (4.179)
normalfordelt:
Y ~ Nlpy, oy ] (4.180)
hvor
y = apq + bus + cus (4.181)
oy = a’o} +b%0s +cPog (4.182)
[ |

Du kan lese mer om dette i f.eks. wikipedia.
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For oversikten sin del sa formulerer vi her sentralgrenseteoremet fra side 231]i samme stil,
selv om vi har presentert CLT to ganger tidligere.
Vi formulerer alta CLT pa en alternativ og likeverdig mate sammenlignet med lign.(4.151)) og

[E159).

Setning: ( CLT)

Anta at vi har n antall uavhengige og stokastiske variabler.

Anta videre at disse variablene har samme forventning og samme varians, dvs.

E[X)|=p og Var[X;)=0*> |, i=1,2,3,...n (4.183)

Da vil ogsa summen

Y = X7 + Xy + X5 + ...+ X, (4.184)

i grensen nar n — oo, veere normalfordelt:

Y ~ Nlpy, ov] (4.185)
hvor
EY] = np (4.186)
Var[Y] = no? (4.187)
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Kapittel 5

Statistisk inferens

Statistisk inferens

Konklusjon basert

pa utvalg
Populasjon T
utvalg utvalg

Figur 5.1: Statistisk inferens.

253



5.1 Fra sannsynlighetsteori til statistisk inferens

I dialogen mellom vennen til en alvorlig syk pasient og en sykesgster fra side [6] forsgkte vennen a
fa et estimat fra sykesgsteren pa sannsynligheten p for at medisinen pasienten fikk ville fungere.

Definerer stokastisk variabel:

X = ja/nei om en tilfeldig valgt pasient, av alle som har den aktuelle sykdommen, (5.1)
blir frisk eller ikke

Matematisk kan vi f.eks. definere X slik:

=P
1 , dersom den tilfeldig valgte pasienten blir frisk
X = (5.2)
0 , hvis ikke
1
=1-p

Ja/nei eksperimenter, dvs. eksperimenter med kun to utfall, kalles et Bernoulli-forsgk. E]
En tilhgrende stokastisk variabel med verdiene 0 og 1 sies a veere Bernoulli-fordelt:

X ~ Ber[p] (5.3)

hvor

p =  suksess-sannsynlighet (5.4)

Vv
ukjent p samme for alle pasienter

!Binomisk eksperiment = n antall Bernoulli-forsgk: Ber[p] = Bin[n = 1, p]
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Ideell verden: sannsynlighetsteori ( kjenner p )

Sannsynlighetsteori handler om hvilke konklusjoner man kan ta for alle pasienter med den syk-
dommen, gitt at man ideelt sett kjenner sannsynligheten p.

Anta f.eks. at p = 0.8.

Anta videre at vi ikke ser pa alle pasienter som har sykdommen, men vi ser kun pa f.eks. n = 100
tilfeldig utvalgte pasienter. Vi gir medisinen til disse 100 tilfeldig utvalgte pasientene.
Sannsynlighetsteori gir da at det forventes at 80 pasienter blir friske.

P(X=x)
A
A
p=0.8 (kjent)
0.80 —|—
0.60 ——
0.40 ——
0.20 ——
I ) X

Figur 5.2: X ~ Ber[p =0.8].

Figur 5.3: Sykesgster.

255



Problemet med sannsynlighetsteori  ( ukjent p )

I realiteten kjenner vi ikke sannsynligheten p - eller mer generelt:

P(X =1x) = ukjent (5.5)

Uten sannsynligheten p kan vi ikke trekke konklusjoner om mengden av pasienter som kunne tatt
medisinen.

p=? (ukjent)
0.80 ——

0.60 ——
0.40 4

0.20 4

Figur 5.4: X ~ Ber|[p], og p er ukjent.
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Losningen: statistisk forsgksrekke ( 4 steg )

Steg 1: ( tilfeldig valg )

Trekk et tilfeldig utvalg pa n = 100 pasienter fra populasjonen av pasienter
med antatt samme sykdom.

Steg 2: ( gjennomfgring av forsgksrekken )

Gi de n =100 tilfeldig valgte pasientene den nye medisinen og observer
hvilke pasienter ble friske og hvilke forble syke.

. . e e median
Steg 3: ( beskrivende statistikk ) o cieomomsnit
e typetall

e variasjonsbredde

Beregn ngkkeltall for de observerte dataene fra forsgkene, o ompirisk varians

e kvartilavvik

e empirisk standardavvik

dvs. beskrivende statistikk.

Steg 4: ( finner P(X=x) )

Basert pa steg 1, 2 og 3, formuler en statistisk modell og finn
hva den stokastiske fordelingen P(X = x) til X er.

Figur 5.5: 4 steg.
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Definisjon:  ( populasjon )

populasjon = den totale mengden av objekter/data som vi gnsker a analysere

|
Definisjon: (utvalg )
Utvalg = en delmengde av populasjonen,

dvs. en samling av data som er hentet fra en populasjon

|
Definisjon: ( statistisk inferens )
Statistisk inferens = det a trekke konklusjoner om populasjonen basert pa forsgksrekken som ble
gjennomfgrt

|

Statistisk inferens

Konklusjon basert

pa utvalg
Populasjon T
utvalg »| utvalg

Figur 5.6: Statistisk inferens.
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trekke konklusjoner
"

Eksempel pa statistisk inferens:

e Kap. 6: Estimering og konfidensintervaller
Anta ny = 88 av de n = 100 tilfeldig valgte pasientene ble friske. Dersom vi repeterer
forsgksrekken med 100 nye tilfeldig valgte pasienter, sa kan vi regne pa dette og finner at
med 95 % konfidens| konkludere at mellom 69.88 % og 86.11 % av pasientene vil bli friske.

e Kap. 7: Hypotesetesting E|
Pastand om populasjonen:
Legene som har utviklet medisinen har en hypotese, nullhypotese Hy, om at kvinner og menn
reagerer likt pa medisinen. Legene gnsker a undersgke om de har grunnlag for a forkaste H,
mens den alternative hypotesen H; er at menn og kvinner reagerer forskjellig. Basert pa
forspksrekken forkastes Hy med 95 % sannsynlighet for at vi tar en korrekt konklusjon.

e Kap. 8: Regresjon
Legene har en teori om at det er en lineer sammenheng mellom hvor tung pasienten er, X,
og minimum dose pasienten bgr ha for a bli frisk, X5. Basert pa forsgksrekken, kan legene
predikere med 95 % sannsynlighet at dersom du er mann og veier 100 kilo, trenger du en
dose pa minst 500 mg.

2konfidens = sikkerhet /sannsynlighet
3Hypotese er en gjetning, antagelse eller forklaring som synes rimelig ut fra foreliggende kunnskap, og som man
forspker a avkrefte eller bekrefte.
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5.2 Steg 1: Tilfeldig utvalg

Malet er a kunne trekke konklusjoner om hvorvidt et nytt legemiddel fungerer eller ikke, basert pa
en statistisk forsgksrekke, dvs. vi gnsker a bruke statistisk inferens for a si noe om legemiddelets
effekt.

Forste steg i en statistisk forsgksrekke er a velge et tilfeldig utvalg fra populasjonen vi gnsker a
studere. Men fgr vi trekker et tilfeldig utvalg, ma vi ha en populasjon a trekke fra:

Eksempel: ( populasjon )

populasjon = alle personer som har fatt diagnosen til den gjeldende sykdommen

1.1,
T*;f*f**wf

ﬁ'opul“&f"on |

g

Figur 5.7: Populasjon.
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En ideell strategi hadde veert a testet alle personene i populasjonen, men dette er som regel ikke
gjennomfgrbart - pga. bade praktiske og gkonomiske arsaker. Dermed ma vi ty til kun et utvalg
av populasjonen, som skal gi oss grunnlaget for a si noe om den totale populasjonen.

I forrige avsnitt definerte vi at et utvalg kun er en delmengde av populasjonen, men hva mener vi
med et tilfeldig utvalg?
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Definisjon: ( tilfeldig utvalg )

tilfeldig utvalg = et utvalg fra en populasjon som er valgt slik at det er lik sannsynlighet
for at hvert enkelt objekt i populasjonen blir trekt, vavhengig av de andre
objektene som har blitt trekt

Eksempel: ( tilfeldig utvalg - legemiddel )

En analogi til tilfeldig utvalg er urnemodellen: El
Anta at individene i populasjonen representerer kulene i urnemodellen.

Vi trekker n = 100 tilfeldige pasienter.
Det er lik sannsynlighet for a trekke kulene/pasientene i urnen. Vi trekker uten tilbakelegging.

iﬁ?“i‘g cesessss i "i‘g

U rne- n=100 (tilfeldig utvalg)

modell:

FwaT 'ﬁ\i; . it Py
AR T 0 B U b i
i tiiii i ! . 'l"';jl.’ '

[HALT N pifis i pifrin (populasjon)
tiivi i i BT CL L FATH

(RN AT HatT tifri pifnin e

Figur 5.8: Urne.

4Husk at urnemodellen forutsetter lik sannsynlighet for trekke de ulike kulene. Man kan si det forutsetter at
kulene er "like store”.

262


https://no.wikipedia.org/wiki/Statistisk_inferens

Forskjellen mellom et utvalg og et tilfeldig utvalg er sveert essensielt a forsta.
Fglgende eksempel belyser dette:

Eksempel: ( ikke tilfeldig utvalg - legemiddel )

1. Anta vi trekte n = 100 pasienter som alle var kvinner. Vi har fremdeles et utvalg, men
utvalget er ikke tilfeldig. Vi har bevisst sett vekk ifra alle menn fra populasjonen.

2. Anta at vi for hver trekte pasient inkluderte eventuelle slektninger som ogsa hadde den
samme sykdommen. Vi ville da fatt en avhengighet mellom forsgkene som dermed ville
kunne ledet til feilaktige konklusjoner for den totale populasjonen. Utvalget er dermed ikke
et tilfeldig utvalg.

n =100

i

Figur 5.9: Trekker n = 100 pasienter som alle er kvinner. Ikke tilfeldig.
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Eksempel:

Anta vi har gjennomfgrt en

tilfeldig trekning av n = 100 pasienter

( tilfeldig utvalg -

legemiddel )

fra listen over alle pasienter med gjeldende diagnose (populasjonen).

Resultatet finner du i tabell 5.1} hvor det ble trekt:

48 kvinner

, 52 menn

Kvinnene er nummerert i rodt, mens mennene er nummerert i blatt.

1121314156 78]9]10
1112 1314|1516 | 17|18 |19 | 20
211222312425 ]26|27 28|29 30
31132133134 |35(36|37]38|39] 40
41 | 42|43 |44 |45 |46 | 47 | 48 | 49| 50
51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59 | 60
61 ] 62|63 ]64|65|66|67]|68|69]| 70
TL72 173 (7475 |76 |77 78| 79| 80
8182|8384 |85|86 |87 83|89 | 90
91192193194 1951|9697 ]98|99 | 100

Tabell 5.1: Et tilfeldig utvalg av n = 100 pasienter - kvinner og menn.
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Viktige konsekvenser: ( av tilfeldig utvalg )

1. Representativ:

Hensikten med a ha et tilfeldig utvalg er at forsgksrekken skal veere representativ for popu-
lasjonen. Med et utvalg som ikke er tilfeldig, kan feil konklusjoner trekkes om populasjonen.

2. Gjensidig uavhengighet:

Anta at vi har trukket et tilfeldig utvalg pa n = 100 pasienter. Siden vi har gjort et tilfeldig
utvalg, kan vi i tillegg anta at alle disse 100 variablene er gjensidig uavhengige, dvs.:

Lign.(5.7) sier pa godt norsk at resultatet fra forspk nr. j ikke betyr noe for resultatet for
alle de andre forsgkene.
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5.2.1 Populasjonsvariabler og forsgksvariabler

Stokastisk variabeler:

X tign. -1 ja/nei om en tilfeldig valgt pasient,

av alle som har den aktuelle sykdommen, (5.8)
blir frisk eller ikke
X; = om pasient nr. ¢ blir frisk eller ikke (5.9)
hvor
populasjonsvariabel X = wvariabel for alle som har den aktuelle sykdommen (5.10)
forsgksvariabel X; = variabel for kun de n = 100 tilfeldig valgte pasientene (5.11)
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Forspksvariablene X, X, ..., Xjoo er uavhengige kopier av variabelen X i lign.(5.8), som repre-
senterer den totale populasjonen. Vi sier at variablene er i.i.d. eller uavhengige identiske fordelte
variabler pa godt norsk: [| [f

Definisjon:  (i.i.d. - uavhengige identisk fordelte variabler )

ii.d.

A

Et sett med variabler X7, Xs,..., X, er rgavhengig identisk fordelf, dersom:

1. X;—ene har samme (= identisk) sannsynlighetsfordeling El

2. X,—ene er gjensidig uavhengige

TR TT 1R
g/// AL Lt
M i

Figur 5.10: Uavhengighet.

5i.i.d. = independent identical distributed

6 Antagelsen om i.i.d. ved statistiske forspksrekker er helt fundamental for statistisk inferens og ligger dermed
sentralt i bunn for alle de resterende kapitlene i faget (kap.6, 7 og 8).

"Dvs. samme P(X = z) (diskrete variabler) eller fx(z) (kontinuerlige variabler).
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Matematisk kan disse stokastiske variablene formuleres slik:

=P
1 . dersom pasient nr. ¢ blir frisk
X; = (5.12)
0 ,  hvis ikke
—
( =p
1 , dersom en tilfeldig valgt pasient B
o D blant alle som har den aktuelle sykdommen,
x e blir frisk (5.13)
0 , hvis ikke
—_—
\ =1-p
hvor
p =  suksess-sannsynlighet (5.14)

~
ukjent p samme for alle pasienter

altsa bade X; og X er Bernoulli-fordelt: [

X1, Xo, Xs, o, X K X~ Ber[p] (5.15)

hvor n = 100.

8Legg merke til at sannsynligheten for & bli frisk ikke er avhengig av i. Det betyr at vi antar at p er den samme
for alle pasienter.
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5.3 Steg 2: Gjennomfgring av forsgksrekken

a) Resultat: (effekten Y; - et tall mellom 0 og 1)

Anta at effekten av legemiddelet som pasientene tok i forsgksrekken kan males fra skala fra 0 til
1, hvor 1 betyr helt frisk mens 0.5 betyr 50 % frisk. []

Y, = effekten av legemiddelet for forsgkspasient nr. ¢ (5.16)

~
tall mellom 0 og 1, se tabell

Tabell |5.2| oppsummerer malingene fra forsgkene:  ( kvinner er rgd , fnenn er bla )

0910811093 |0.83|0.92]|0.81{0.88]0.93|0.87]|0.89
0.90{0.84]0.92(0.90|0.91]0.90|0.84]0.89 | 0.90 | 0.94
0.7910.89 10881091 |0.88|0.87{0.86|0.88|0.92]0.88
0.86 1 0.90 | 0.86 | 0.83 | 0.87 | 0.89 | 0.86 | 0.89 | 0.94 | 0.93
0921087084 ]0.78 1094|080 |0.84 | 0.88 | 0.87 | 0.88
0.8310.8810.901]0.990.95]094]0.89|0.91|0.90 | 0.89
0.9210.95]090]0.91 |0.86]093|0.83|0.94|0.93 ]| 0.89
0.90 10941089 (091|094 |091{0.980.880.99]|0.90
0.93 1091 (0901|091 0.891]0.95]0.98|0.90 | 0.90 | 0.95
0.90{0.92]0.85(0.920.96 | 0.90 | 0.86 | 0.92 | 0.93 | 0.92

Tabell 5.2: Y; - effekten.

9Nar man gjennomfgrer forsgkene, er det vesentlig at forholdene er sa like som mulig rundt hvert forsgk. Hver
enkelt pasient skal i prinsippet ha de samme vilkarene for & bli frisk som de andre. Dette bygger opp under
antakelsen om at alle pasientene i populasjonen har lik sannsynlighet for & bli frisk. Doseringen ma f.eks. vaere den
samme, for hver pasient som testes.
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b) Resultat:  ( frisk/ikke fris X; - Oeller 1)

Vi gir pasienten legemiddelet og venter i 2 uker. Deretter males i hvilken grad pasienten ble frisk
i form av et tall mellom 0 og 1, hvor 0 er ingen bedring, mens 1 er fullstendig frisk. Dersom en
pasient maler mer enn 0.85, anses forsgket som en suksess.

frisk

—
Av de totalt n = 100 pasientene var det 88 pasienter som skaret 0.85 eller hgyere, dvs. suksess.

> 0.85 = frisk (5.17)
< 0.85 = ikke frisk (5.18)

[ lign.(5.9) pa side definerte vi X; variabelen - frisk/ikke frisk:

1 , dersom pasient nr. ¢ blir frisk, dvs. y; > 0.85
X, = (5.19)
0 , hvis ikke, dvs. y; < 0.85

Konklusjon fra tabell : E

110(1{0(1]0(1|1|1]1
1j1rjoj1j1y1j1j1y141
oj1r(1y1y1j1}j1(11|1
rjrj{1rjo}1y1j1{1j141
111{0]0}110]0]1}1}1
ojrj1y1y1j1}j1{11|1
11111 ]1{1}1}1
ry1rp1(1j1{1{1j1|1/1
1111 y1j1j1j141
1111 y1j1j1j11

Tabell 5.3: X; - f{risk eller ikke frisk.

1088 pasienter blir friske (45 kvinner og 43 menn), 12 blir ikke friske.
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5.4 Steg 3 : Beskrivende statistikk

Definisjon:  ( beskrivende statistikk )
La X1, Xs, ..., X, veere en vilkarlig stokastisk variabel med tilhgrende observasjoner 1, z, . . ., x,,.

beskrivende statistikk = stgrrelser som beskriver nokkeltall for et sett med

observasjoner i, Xz, ..., Ty.

tall

Descriptive Statistics

X+ 10 covers
68.27% items

%4 20 covers
9545% items

v

»

x + 30 covers
99.73% items

Figur 5.11: Ngkkeltall.
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Beskrivende statistikk maler ulike egenskaper ved observasjonene som f.eks.

e lokaliseringmal

e spredingsmal

Tabell oppsummerer noen vanlige stgrrelser som beskriver ngkkeltall.

stgrrelser type
median lokaliseringsmal (midtpunkt)
gjennomsnitt lokaliseringsmal (midtpunkt)
typetall lokaliseringsmal (frekvens)
empirisk varians spredningsmal
empirisk standardavvik spredningsmal
variasjonsbredde spredningsmal
kvartilavvik spredningsmal

Tabell 5.4: Ngkkeltall.

(diskret) kontinuerlig
— ~ =
P(X = 33) eller fx(ﬂﬁ)

Beskrivende statistikk sier noe om hvordan den (ukjente) gannsynlighetsfunksjonen til X "ser ut”.
Tabell viser noen stgrrelser som beskriver ngkkeltall for en vilkarlig sannsynlighetsfordeling.
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5.4.1 Lokaliseringsmal

Definisjon: ( median| )

La n veere en serie med tall /observasjoner i ordnet rekkefglge. Da er:

12Kalles ogsé modus eller modalverdi.
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midtre observasjonen , n = odde
median = (5.20)
gjennomsnitt av to midterste observasjonene , n = like
[ ]
Definisjon:  ( jgjennomsnitt )
tall I
La %1, @2, 3, ..., Tn veere n antall observasjoner. Da er gjennomsnittet: |'!
- 1 n
T = - 2 i (5.21)
]
Definisjon:  ( typetall ) B
La n veaere en serie med tall /observasjoner i ordnet rekkefglge. Da er:
typetall = den verdien som forekommer hyppigst (5.22)
]
113} = den greske bokstaven “sigma’. F.eks. Zle T, = x1+ 29+ x3.



http://no.wikipedia.org/wiki/Median
http://no.wikipedia.org/wiki/Gjennomsnitt
http://no.wikipedia.org/wiki/Typetall

5.4.2 Spredingsmal

Definisjon:  ( empirisk varians| ) [

tall
Ve i ~ . —_ . .
La &y, x5, z3, ..., x, veere observasjoner, og la T veere gjennomsnittet.
Da er den empiriske variansen: E

n

1 Z (z; — T)* (5.23)

i=1

2 _
5, =

1
n_

Definisjon:  ( empirisk standardavvik| ) [

Det empiriske standardavviket er:

Sy = \/$2 (5.24)

x

I3Kalles ogsa utvalgsvariansen.

14Ulike estimater av variansen: I lign. deler man pa n — 1, og ikke n. Om vi bruker det ene eller det andre
er avhengig om T er gjennomsnittet for hele populajonen, eller bare et utvalg. I dette kurset skal vi imidlertid holde
oss til definisjonen i 1ign..

15Kalles ogsa utvalgstandardavviket.
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Definisjon:

( variasjonsbredde )

La n veere en serie med tall/observasjoner i ordnet rekkefglge. Da er:

variasjonsbredde = differansen mellom stgrste og minste verdi (5.25)

Definisjon:

( kvartilavvik )

La n veere en serie med tall /observasjoner i ordnet rekkefglge. Da er:

ki

ks

ks

Da er

= nedre kvartil , dvs.  25% av observasjonene har verdi < k;

50% av observasjonene har verdi < ko

= medianen , dvs.
50% av observasjonene har verdi > ko

= gvre kvartil , dvs.  75% av observasjonene har verdi < kj3

kvartilavvik = ks — k (5.29)
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http://no.wikipedia.org/wiki/Variasjonsbredde

Eksempel: ( ngkkeltall for Y; - beskrivende statistikk )

Tabell viser ngkkeltall for malingene av effekten av legemiddelet tatt i forsgksrekken med
n = 100 pasienter, dvs. for dataene i tabell

stgrrelser ngkkeltall

Median 0.90

Gjennomsnitt y 0.8967
Typetall 0.90

Empirisk varians 832/ 0.0017

Empirisk standardavvik s, 0.0413
Variasjonsbredde 0.21
Kvartilavvik 0.04

Tabell 5.5: Nokkeltall Y; fra tabell 5.2,

a) Vis hvordan man regner ut ngkkeltallene i tabell [5.5]
Bruk dataene i tabell (.2

b) Lag et stolpediagram for dataene i tabell

c) Marker ngkkeltallene fra tabell inn i diagrammet.
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Lgsning;:

a) Median: ( midterste observasjon , n = 100 like antall observasjoner )

ign.(520) 0.90 4+ 0.90
median + = 0.90 (5.30)

Gjennomsnitt:  ( se tabell[5.2])

lign.B2) 1 — 0.91+0.81+ ... 0.92
gn.(6.21) Z "

= = 0.8967 5.31
100 - ( )

I

Typetall: E

typetall tign. 6-22) den verdien som forkommer hyppigst = 0.90 (5.32)

16 A regne ut typetall kan man se direkte fra tabell Men man kan ogsa bruke det data program, f.eks. Excel,
til & regne ut typetallet.
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Empirisk varians:

o lign.(5:23) 1 = .
== — > (yi— 001 .
5y no1 2 (v —7) 0.0017 (5.33)

Empirisk standardavvik:

5, "E \/% — 0.0413 (5.34)
Variasjonsbredde: [
variansjonsbredde tign--20) stgrste verdi — minste verdi
= 099-078 = 0.21 (5.35)
Kvartilavvik: [5]
kvartilavvik hgn ks — Kk
092 — 088 = 0.04 (5.36)

17Via f.eks. Excel er det lett & finne storste og minste verdi av resultatet fra tabell (bare ved a sortere etter
stigende eller synkende verdi). Det er mer arbeid a finne stgrste og minste verdi ”for hand”.

18Via, f.eks. Excel finner man kvartilavviket. Det er mye arbeid & gjgre det ”for hand”.
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b) Vi gjor samme tilnserming som vi gjorde i eksemplet med Hustadmarmor pa side m
La oss dele inn i et hensiktsmessig antall intervall, f.eks.:

0.750 - 0.775 , 0.775—0.800 , 0.800—-0.825 , 0.825—0.850
0.850 —0.875 , 0.875—0.900 , 0.900—-0.925 , 0.825—0.950 (5.37)

0.950 — 1.000

Relativ frekvensene for disse intervallene er:  ( n =100 )

fr(m) = w100 0 (5.38)
flng) = — = 755 =0 (5.39)
g 3
r = _— pumn —_— = .4
Ny 2
; = = = — = 2 41
fr(na) — = o5 = 00 (5.41)
Ny 2
r p— _— = —_— g .42
fr(n5) = qgg 007 (5:42)
Ng 12
; = — = — = 0.12 4
f+(n) 2= g = 012 (5.43)
nr 28
; = — = — = 0.2 44
Jr(n) — = o5 = 028 (5.44)
ng 25
= 2 = = — 02 4
Ng 16
IS = —_— = _— = ]_ 4
fr(no) = g = 016 (5.46)
flno) = ™0 = 3 _ go3 (5.47)
n 100
L) = M= 2o (5.48)
n 100
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Stolpediagram:

0.30

0.25

0.20

0.15

0.10

0.05

f, for Y.

0.925 0.950 0.975

0.750 0.775 0.800 0.825 0.825 0.850 0.875 0.900

0.925 0.950 0.975 1.000

0.775  0.800 0.825 0.850 0.850 0.875 0.900

Figur 5.12: Relativ frekvenser f, for Y;, se lign.(5.38])-(5.48)).

Ser du hvilken fordeling dette ligner pa?
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c) Stolpediagram med lokaliseringsmal:

typetall = 0.90
median=0.90

fo f for v,

0.25

0.20

0.15

0.10

0.05 I

. 1 = n
0.750 0.775 0.800 0.825 0.825 0.850 0.875 0.900 0.925 0.950 0.975
0.7-75 o.:;m o.a_zs 0.8_50 u.s_so o.s_75 o.s-oo 0.9_25 0-9_50 0-9_75 1.0_00
y =0.8967

Figur 5.13: Relativ frekvenser f,, se lign.(5.38])-(5.48)).

Stolpediagram med spredingsmal: [

fo ¢ fory,

0.25

0.20

0.15 s, =0.0413

rtilavvik = 0.04

0.10
0.05 I
1 = 1 1

0

0.750 0.775 0.800 0.825 0.825 0.850 0.875 0.900 0.925 0.950 0.975
0.775 0.800 0.825 0.850 0.850 0.875 0.900 0.925 0.950 0.975 1.000
& ~
~ L

variasjonsbredde = 0.21

Figur 5.14: Relativ frekvenser f,, se lign.(5.38])-(5.48)).
|

"YEmpirisk varians s har ingen direkte geometrisk tolkning slik som empirisk standardavvik s, har. Derfor er
ikke s2 markert i stolpediagrammet.
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Eksempel: ( ngkkeltall for X; - beskrivende statistikk )

Tabell |5.6| viser ngkkeltall for malingene av n = 100 pasienter om de blir friske eller ikke,
dvs. ngkkeltall for dataene i tabell (.3

stgrrelser ngkkeltall
Median 1
Gjennomsnitt T 0.88
Typetall 1
Empirisk varians s2 0.1067
Empirisk standardavvik s, 0.3266
Variasjonsbredde 1
Kvartilavvik 0

Tabell 5.6: Nokkeltall X; fra tabell [5.3]

a) Vis hvordan man regner ut nokkeltallene i tabell [5.6]
Bruk dataene i tabell 5.2l

b) Lag et stolpediagram for dataene i tabell

c) Marker ngkkeltallene fra tabell inn i diagrammet.
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Lgsning;:

a) Median: ( midterste observasjon , n = 100 like antall observasjoner )

lign 1+1 o

median 5 = 1 (5.49)
Gjennomsnitt:  ( se tabell )
88 12
) 1 1+14+1+.. 41 +0+04+..40
= — P = = (.88 5.50
£ n ; ! 100 == (5:50)
Typetall: @
88 1’erene og 12 O’ere
typetall tien. 6:22) den verdien som forkommer hyppigst = 1 (5.51)

20 regne ut typetall kan man se direkte fra tabell Men man kan ogsa bruke det data program, f.eks. Excel,
til & regne ut typetallet.
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Empirisk varians:

[l5

n
lign. (5-23) 1

B (1-0.88)2+...+ (1—0.88)?

= 0.1
100 -1 0.1

Empirisk standardavvik:

lign. (5.24) B)
Sa = \/ sz

Sz = Vv0.1067 = 0.3266
Variasjonsbredde:
variansjonsbredde tign. 6-25) stgrste verdi — minste verdi
= 1-0 = 1
Kvartilavvik: [P
kvartilavvik lign ks — Kk
= 1-1 =0

21Via f.eks. Excel finner man kvartilavviket. Det er mye arbeid & gjgre det ”for hand”.
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b) Variabelen X; har kun to verdier, 0 og 1.
Relativ frekvensen for disse verdiene er:  ( n = 100 )

Stolpediagram:

Un) 12

= o 22 12

fr(10) n 100 =
ny 88

= M2 88
fr(m) n 100

fo s f. for X

|
e 0.88

0.80
0.60 —}—
0.40 —}—
020 - o0.12

| >

0 1

Figur 5.15: Relativ frekvenser f,(n;) for X;, se lign.(5.57)-(5.58).
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c) Stolpediagram med lokaliseringsmal:

f typetall=1
r A median=1
1 4
0.88
0.80 ——
o0 - f for X
r |
0.40 ——
0.20 |+ 0.12
- >
0 1
x=0.88

Figur 5.16: Relativ frekvenser f,., se lign.(5.38])-(5.48).

Stolpediagram med spredingsmal: [

f f for X
. r TOI A,
0.88
0.80 ——
0.60 ——
—p  s.=03266
0.40 —— kvartilavvik = 0
0.20 —4— 0.12
1 >
0 1
<>

variasjonsbredde = 1

Figur 5.17: Relativ frekvenser f,, se lign.(5.38])-(5.48).

22Empirisk varians s2 har ingen direkte geometrisk tolkning slik som empirisk standardavvik s, har. Derfor er
ikke s2 markert i stolpediagrammet.
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5.5 Statistisk modell

statistisk inferens
7\

Siste steg fgr vi er klare for a trekke konklusjoner om populasjonen pa bakgrunn av forspksrekken,
er & formulere en [

modell

om hvilken sannsynlighetsfordeling som beskriver det stokastiske aspektet ved forsgksrekken
(og dermed ogsa populasjonen).

En slik hypotese kalles en statistisk modell til forsgksrekken:

[Foru SOCIAL v @5&& @D \‘;'\FIREWALL "
S Ogn B = %

NETwoRK

RoBlocs SOCIOL VEDIA Viveo

connuNICaTion  CHAT  PICTURE

iy’ > avﬂm s

ﬂ‘ s
Sme- -(eao-s

LASTYEAR  THIS YeAR

QUALlTY

<\
| 3 &Y Z 151N
IHE \ ﬁ STRATE
-2 | ' i / N J‘Iarr,:cd’/

Figur 5.18: Statistisk modell.

23Hypotese er en gjetning, antagelse eller forklaring som synes rimelig ut fra foreliggende kunnskap, og som man
forspker a avkrefte eller bekrefte.
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Definisjon: ( statistisk modell til en forsgksrekke )

Vi har gjennomfgrt en statistisk forsgksrekke med utvalg n.
Anta at Xy, Xo,..., X, veere i.i.d. @ stokastiske forsgksvariabler for utfallet av forsgkene og

X er tilhgrende populasjonsvariabel.

En statistisk modell for forsgksrekken er da:

X1, Xo, Xy o0 X KX~ Py(X = 2) (5.59)

hvor § € © og X € V, med:

V= verdimengden til de stokastiske forsgksvariablene (5.60)
Py(X =x) = parametrisk familie av sannsynlighetsfordelinger for V/ (5.61)
© = parametermengden, (5.62)

dvs. de mulige verdiene for parametrene

HIndependent identical distributed, dvs. uavhengige identiske fordelte variabler.
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Eksempel: ( statistisk modell - Xj, dvs. frisk/ikke frisk )

For forsgksrekken med n = 100 pasienter som fikk et nytt legemiddel, observerte vi om pasientene
ble friske eller ikke.

I lign.(5.9)) definerte vi forspksvariablene:

=P
A

1 . dersom pasient nr. ¢ blir frisk
X, = (5.63)
0 , hvis ikke
1
=1-p

Hva er den statistiske modellen for forsgkene beskrevet av
de stokastiske forsgksvariablene X7, X, ..., Xioo og tilhgrende populasjonsvariabel X7

[

?

Figur 5.19: Forsgk.

E
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Lgsning:

Statistisk forsgksrekke:
100 tilfeldige pasienter som fikk et nytt legemiddel. Hvert forsgk ble enten karakterisert som en
suksess eller fiasko med en (ukjent) suksess-sannsynlighet p.

Den statistiske modellen for de stokastiske forsgksvariablene X, X, ..., Xigo
og populasjonsvariabelen X er da gitt ved:

X1, Xoy Xa, -, X, X~ Ber[plpepy (5.64)
hvor
{0,1} = verdimengden V til de stokastiske variablene (5.65)
Ber[plyepa; = familien av Bernouilli-fordelinger med parameter 6 = p (5.66)
[0,1] = parametermengden ©, (5.67)

dvs. de mulige verdiene for parameteren # = p somer 0 < p <1

p=? (ukjent)
0.80 |+

0.60 ——
0.40 —}—

0.20 —4—

Figur 5.20: X ~ Ber[p], og p er ukjent.
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Eksempel:  ( statistisk modell - Y, dvs. effekt )

For forsgksrekken med n = 100 pasienter som fikk et nytt legemiddel, ble effekten av legemiddelet
malt som et tall mellom 0 og 1, se tabell [5.2]

I lign.(5.16) definerte vi:

Y; = effekten av legemiddelet for forsgkspasient nr. i (5.68)

—~
tall mellom 0 og 1, se tabell [5.2]

Hva er den statistiske modellen for de stokastiske forsgksvariablene Yi,Y5, ..., Yig
og den tilhgrende populasjonsvariabelen Y7

Figur 5.21: Forsgk.
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Lgsning;:

Figur [5.22] viser frekvensdiagrammet for dataene fra tabell

Formen pa frekvensdiagrammet gir oss grunnlaget for a anta at disse stokastiske forsgksvariablene
Y; er tilneermet normalfordelte, dvs.

Y; ~ Nlu, o] (5.69)

f 0.30 f

0.25 r

0.20

0.15

0.10

0.05

0 |

0.750 0.775 0.800 0.825 0.825 0.850 0.875 0.900 0.925 0.950 0.975
0.775 0.800 o.s_zs 0.850 0.8_50 0_8_75 0_9-00 0_9_25 0.950 0.975 1.000

Figur 5.22: Relativ frekvenser f,, se lign.(5.38))-(5.48]).
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Statistisk forsgksrekke:
100 tilfeldige pasienter som fikk et nytt legemiddel. Hvert forsgk ble enten karakterisert et tall
mellom 0 og 1 som sier i hvilken grad en person blir frisk av legemiddelet.

Den statistiske modellen for de stokastiske forsgksvariablene Y7,Y5, ..., Yoo
og populasjonsvariabelen Y er da gitt ved:

ii.d.
Y1, Yo, Y3, ... Y, R Y ~ N, 0](uo)erxr, (5.70)
hvor [
reelle tall
R = verdimengden V til de stokastiske variablene (5.71)
N, 0)(uoycrxr, = familien av normalfordelinger med parametre p og o (5.72)
R xR, = parametermengden O, (5.73)

dvs. de mulige verdiene for parameteren p og o

PR, = alle positive reelle tall.
Elementene i R x Ry er alle par (¢, o), hvor —oco < p < 0o og o > 0.
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Kapittel 6

Estimering og konfidensintervaller

<_i /
X """I 2
LT TTTTTS

I Ty <,

...

Figur 6.1: Estimering og konfidensintervaller.
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6.1 Motivasjon - statistisk inferens

Vi har gjennomfgrt en forsgksrekke pa et tilfeldig utvalg av n = 100 pasienter som har fatt et nytt
legemiddel. Utfallet av et forsgk var enten suksess dersom effekten ble malt til 0.85 eller hgyere
og fiasko hvis ikke.

Statistisk modell:

Den statistiske modellen for de stokastiske forsgksvariablene X, X, ..., Xigo
og populasjonsvariabelen X er gitt ved:  ( se lign.(5.64)) )

)(17 )(27 Xg, C. 7X'n ~ X ~ Ber[p}pe[oyl] (61)

hvor p € [0, 1] er parametermengden og V' = {0, 1} verdimengden for modellen.

Parametermengde: 6=[0,1]

-
| = >
1

N i

Vi sgker etter
den sanne p

©=p

o

Figur 6.2: Mengden © = [0, 1].
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To viktige stgrrelser:

p = den sanne (og ukjente) suksess-sannsynligheten (6.2)
for at legemiddel gir effekt > 0.85

p = et estimat for den sanne suksess-sannsynligheten p (6.3)

Vi er na klare for a gjennomfore

statistisk inferens

dvs. vi er klare for a trekke konklusjoner (=inferere) basert pa forspksrekken om legemiddelets for
hele populasjonen - altsa for enhver pasient med den aktuelle lidelsen.

Statistisk inferens

Konklusjon basert

pa utvalg
Populasjon T
utvalg P utvalg

Figur 6.3: Statistisk inferens.
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1) Forste tilnserming - inferens:

Det viktigste malet er a finne et estimat p for den sanne suksess-sannsynligheten p.

tabell (3]
—f—
Fra tabell pa side [270} dvs. resultatet om de ble friske eller ikke med 0’ere og 1’ere,
finner man at det er 83 av 100 pasienter som ble friske. Relativfrekvensen er dermed:

. , gunstige antall som ble friske 88
p = Jr = = . — = — = 0.88 6.4
P / mulige antall som fikk medisin 100 (64)

siden &8 av de 100 testede Pasientene ble friske.

-~

effekt > 0.85

Basert pa p, kan vi na inferere (= konkludere) at suksess-sannsynligheten er 0.88 for alle med den
aktuelle sykdommen - ikke bare for de som faktisk ble testet.

Spgrsmal:

1. Er p en korrekt estimator for p?
2. Er p en god estimator for p?

3. Hva er gure og nedre grenser for intervallet p tilhgrer med tilnsermet sannsynlighet 95 %7

For a forsta dybden i disse spgrsmalene, ma vi fgrst innse at p er en stokastisk variabel.

Tallet 0.88 er en realisering av estimatoren basert pa akkurat de 100 tilfeldig utvalgte pasientene
vi valgte. Dersom vi gjentok forsgksrekken med at nytt utvalg pa 100 pasienter, hadde vi ganske
sikkert fatt et nytt estimat.
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2) Andre tilngerming - p er en stokastisk variabel:

Estimatoren p er forbundet med usikkerhet og er saledes en stokastisk variabel,

dvs. p er en funksjon av de stokastiske forsgksvariablene X7, X5 ... X,,: (n=100)
0 eller 1
stok. var. stok. var. 1 n
~= —_—— -
= pl X1, Xe... X, = — X, = X 6.5
p p( 1, %2 , ) n ; j ( )

Fra observasjonene 1, xs...x, (tallverdier 0 eller 1) fra forsgksrekken far vi en realisering av

estimatoren:

0 eller 1

p ) e e _
(T, 20 xy) = T =

38

100

n
12
— IZ’ —
n -

=1

tall mellom 0 og 1

som er samme svar som i den forste tilnsermelsen i lign.(6.4]).

Legg merke til at:

= 0.88

= % Yo, ; er et tall mellom 0 og 1 siden T bare er gjennomsnittet mellom 0’ere og 1’ere

L
e X, = den stokastiske forsgksvariabelen

(som beskriver sannsynlighetsmodellen for forsgk nr. i)
e I, =

observasjonen tilhgrende forsgk nr. ¢
—_———

tall
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Svar pa spgrsmal:

1. Er p en korrekt estimator for p?

Svar:

En mate a si at en estimator er korrekt er dersom den forventede verdien til estimatoren er
lik den sanne verdien:

— 1< 1 ¢ n
E[p] = BIX] = B|-3X;| = -3 EIX]=2p - 6.7
[P] [X] n; n; (Xi]==-p =p (6.7)
siden, for en Bernoulli-fordeling, sa er: E|
EIX)] = p (6.11)
En slik estimator p kalles en forventningsrett estimator.
|

'Fra lign.(5.15) pa sidevet vi at bade forsgksvariablene X; og populasjonsvariablene X er Bernoulli-fordelt:

i.i.d

X1, Xo, X3, ..., X, = X ~ Ber[p] (6.8)
For populasjonsvariablene er forventningen:
1
EX] =Y zP(X=2;) =0-(1-p)+1:p=p (6.9)
i=0
og tilsvarende for forsgksvariablene:
E[X] = p (6.10)
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2. Er p en god estimator for p?
Svar:

En estimator p er god dersom H

| P;(A) — P,(A) | (6.12)

er sa liten som mulig for alle begivenheter A C V. Lign. (6.12) sier at
sannsynlighetsloven P; vi far fra estimatet p er sa "naer” den virkelige

sannsynlighetsloven P, som mulig.

Dette malet gir grunnlaget for a kunne si om en estimator er bedre enn en annen. Vi kommer
ikke inn pa dette omradet her.

2Streken | betyr absoluttverditegn, f.eks. [0.4 — 0.6] = 0.2.
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3. Hva er gvre og nedre grenser for intervallet som p tilhgrer med

tilngermet sannsynlighet 95 %?

Svar:

Intervallet (n =100 )

[LB? |, UB!] (6.13)

inneholder den sanne sannsynligheten p med tilneermet sannsynlighet minst 95 %, hvor: E|

LB? = 0.8264 (6.14)

UB? = 0.9336 (6.15)

Intervallet i lign.(6.13) kalles et asymptotisk 95 %-konfidensintervall. [f

I neste avsnitt formaliseres disse begrepene.

3At sannsynligheten er tilnermet 95% kommer av sentralgrenseteoremet, som sier at p = X er tilnermet

normalfordelt.
4Vi skal senere vise hvordan man finner dette intervallet.
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6.2 Estimatorer

Felles antagelser: ( for definisjoner og setninger i avsnitt [6.2] )

Anta at:

KX o~ P(X =) (6.16)

for 8 € ©.

Definisjon: ( estimator )

En estimator 6 for den sanne parameteren 6 € O er en funksjon av forsgksvariablene:

0 = 0(X1,X,...X,) (6.17)
[ |
Definisjon: ( forventningsrett estimator )
En estimator 6 sies & veere forventningsrett dersom
E[A] = 0 (6.18)
hvor 6 den sanne parameteren 6 € O.
I motsatt fall er den forventningskjev.
[ |
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Kommentarer:

e At en estimator er forventnings betyr at dersom forsgket gjentas mange ganger vil
estimatoren i gjennomsnitt, i det lange lgp, gi verdi.

e At en estimator er forventningskjev betyr at dersom forsgket gjentas mange ganger vil
estimatoren i gjennomsnitt, i det lange lgp, gi gal verdi, (dvs. en systematisk feil ved a
bruke en estimator som ikke er forventningsrett).

Eksempel: ( estimator for suksess-sannsynligheten p - legemiddel )

Vi viste i lign. at estimatoren:

HX1, . X)) = X (6.19)

er en forventningsrett estimator for p siden

R lign. (6.7)
Elp(Xi, ... Xioo) ] e 2 p (6.20)
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Eksempel: ( estimator - Y, dvs. effekt )

Anta at:
Vi, Ye, Vs, ... Y, K'Y ~ Nlp, o] (6.21)
i=1,2,3...,100

A\

hvor de stokastiske forsgksvariablene Y; for pasient nr. 1 er: ( se lign.(5.16) side [269))

Y, = effekten av legemiddelet for forsgkspasient nr. i (6.22)

tall mellom 0 og 1, se tabell [5.2]

og de stokastisk populasjonsvariabelene er:

Y = effekten av legemiddelet for en tilfeldig valgt pasient i populasjonen (6.23)

~~
alle som har sykdommen, ikke bare utvalget n = 100

Lign.(6.21)) betyr blant annet at E[Y] = E[Y;] = u og at o?[Y] = o?[Y;] = 0%

Colourbox

Foto:

Figur 6.4: Forsgk.
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Vi gnsker & finne forventningsrette estimatorer i og 6.
Det er naturlig a foresla fglgende kandidater:

62 = §2 = %Z(E—?)z (6.25)

hvor n = 100. [l

a) Visat g er forventningsrett.

b) Vis at 62 ikke er forventningsrett.

c) Bestem pa bakgrunn av oppgave b en estimator som er forventningsrett.
Kjenner du igjen denne fra kapittel

SLegg merke til at det star + i lign.(6.25). Det er fordi det er naturlig & foresla et gjennomsnitt. Lign.(5.23) pa
side derimot, har prefaktoren ﬁ for den empiriske variansen s2.
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a)

Lgsning;:

Forventningen av estimatoren f i lign.(6.24): [

Elp] = E[Y]
- s[5 v]
_ % B[V - %l;[iﬁ] .

siden vi har antatt at Y; ~ N[u, o], dvs.

ElY] = p

Lign.(|6.28)) viser at forventningen av estimatoren /i er den sanne forventningen p.

Estimatoren [ er altsa forventningsrett.

SHusk at /i er en stokastisk variabel. Derfor gir det mening & ta forventningsverdien av den.
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Forventningen av den estimatoren 62i lign.(6.25): []

and then a miracle occurs

n—1 ,

2

som viser at forventningen av estimatoren 62 ikke er den sanne variansen o2

Estimatoren S;n er altsa ikke forventningsrett, dvs. den er forventningskjev.

"Husk at 62 er en stokastisk variabel. Derfor gir det mening & ta forventningsverdien av den.
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c)

I lys av lign.(5.23) pa side sa ser vi pa fglgende estimator:

1 - —
7= 52 = n—1Z(Yi_Y)2 (6.34)
i=1
som har prefaktoren ﬁ Fra lign. 1. ser vi at
n 1 “ — lign. n
52 — - }/Z o Y 2 = T Q2
- n—lnil( ) n—1"Y"

Forventningen av den stokastiske variabelen 62 i lign.(6.25)):

E[6*] =

(6.35)

(6.36)

(6.37)

(6.38)

(6.39)

(6.40)

som viser at forventningen av estimatoren 62 i lign.(6.34) er den sanne forventningen o?.

2

Estimatoren 6= er altsa forventningsrett.

Ja, vi ser at realiseringen av estimatoren 62 i lign.((6.34) er den empiriske variansen s2

som definert i lign.(5.23) pa side 274
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6.3 Konfidensintervaller

stok. var. tall

—_— o~
I forrige avsnitt definerte vi begrepet estimator 6 for 6 .

En slik estimator er et punktestimat, dvs. det sier ikke noe om hvor mye 0 varierer rundt 0.
Hvis vi gjentar forspksrekken 50 ganger, far vi 50 forskjellige punktestimat for 6.
Hvor stor er spredningen til disse 50 realiseringene 67

95 % konfidensintervall

Figur 6.5: Spredning rundt 6.

Konfidensintervallet gir oss svaret pa spgrsmalet ovenfor.
Vi antar, som i for forrige avsnitt om estimatorer, at vi har gjennomfert en statistisk forsgksrekke.
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Felles antagelser: ( for definisjoner og setninger i avsnitt |6.3])

Anta at:

X1, Xo, Xs oo, X KX~ Py(X =12) (6.41)

for § € © med verdimengde V.

Definisjon: ( (1 — a) 100 %-konfidensintervall for 6 )

Et (1 — a) 100 %-konfidensintervall for 6 er et stokastisk intervall

(LB, UB?] (6.42)

hvor LBY og UB? er fastsatt slik at sannsynligheten for at @ er inneholdt i dette intervallet er
(1 —a) 100 %, dvs.:

P(LBS<0<UB!) = 1-a (6.43)

»

filx) 4

areal=a /2 areal=a /2

~

v
x

Figur 6.6: Konfidensintervall.
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Kommentarer:

o Tallet o kalles

«a = signifikansnivaet

og er en stgrrelse som er valgt av de som gjennomfgrer analysen. Som regel velges en lav
verdi for «, dvs. typisk er a = 0.05 eller lavere. Med a = 0.05 fas et 95 % konfidensintervall,
dvs. at intervallet inneholder § med 95 % sannsynlighet.

o [.BY star for " Lower Bound” eller nedre grense pa norsk, og er en funksjon av forsgksvariablene:

LBY = LB%(X,,...X,)

J

TV
stokastisk variabel

LBY er derfor en stokastisk variabel. Legg ogsa merke til at LBY er en funksjon av stgrrelsen
pa utvalget, dsv. n.

o UBY star for ” Upper Bound” eller gvre grense pa norsk, og er en funksjon av forsgksvariablene:

UBY = UB(Xy,...X,)

~
stokastisk variabel

U BY er derfor en stokastisk variabel. Legg ogsa merke til at UB? er en funksjon av stgrrelsen
pa utvalget, dvs. n.
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Sannsynligheten i lign.(6.43)) er ofte vanskelig a beregne ngyaktig.
Typisk vil bade LB? og UB? veere funksjoner av gjennomsnittet X = %(Xl +Xo+X3+...+ X, >
Siden forsgksvariablene X; er i.i.d. kan vi benytte sentralgrenseteoremet fra kapittel

( typisk n 2 30, se lign.(4.172)) pa side )
X

n—o0 O'[X]

Ved hjelp av lign. (6.44)) kan tilnsermede uttrykk for LB? og U B? bestemmes slik at sannsynligheten
i lign.([6.43) blir mer korrekt desto stgrre n blir (utvalget).

Vi far det som kalles et asymptotisk (1 — «) 100 %-konfidensintervall for 6.
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Definisjon: ( asymptotisk (1 — «) 100 %-konfidensintervall for 6 )

Et asymptotisk (1 — ) 100 %-konfidensintervall for 6 er et stokastisk intervall

[LBY, UB?] (6.45)

hvor LBY og UB? er fastsatt slik at sannsynligheten for at  er inneholdt i dette intervallet er
(1 — ) 100 % nar n — oo, dvs.:

lim Pp( LB <9<UB’) = 1-a (6.46)

n—oo

»

fy(x) 4

LB ® UB °

areal=a /2 areal=a /2

\

Py( LB <0 < UB!)

v
x

areal=1-a

Figur 6.7: Konfidensintervall.

314



Eksempel: ( asymptotisk 95 %-konfidensintervall - sannsynlighet p )

Anta at:

iid.

X1, Xo, X3, .., X, K X~ Ber[p] (6.47)

hvor de stokastiske forsgksvariablene X; beskriver resultatene fra forspkene med legemiddelet, dvs.:

=P
A

1 . dersom pasient nr. ¢ blir frisk

0 , hvis ikke
~—

= l—p
hvor
p = suksess-sannsynlighet ( ukjent p ) (6.49)
X-variabel
f(X) 4
LB, P UB,P
areal =0.05/2 areal =0.05/ 2

= 0.025 =0.025

X (=p)

areal = 1-0.05 = 0.95

Figur 6.8: 95 %-konfidensintervall.
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Finn et asymptotisk konfidensintervall
[LB? UB?| (6.50)
for den forventningsrette estimatoren p, dvs.:
lign.

p(Xy, . X)) = X (6.51)

med signifikansniva o = 0.05.
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Lgsning;:

Definisjonen av et asymptotisk konfidensintervall er gitt ved lign.(6.46) med = p:

lim P,(LB < p<UB!) = 1l-a« (6.52)

n—oo

Fra lign.(6.19) vet vi da at: [
p=X (6.54)

er en forventningsrett estimator for den ukjente p.
Alle X; i lign.(6.54) oppfyller i.i.d. (med X; ~ Ber[p]). Fra sentralgrenseteoremet vet vi da at:

7 XoEX] o N[0, 1] (6.55)

o[X]

Med n = 100 sa er n stor nok til at Z i lign.(6.55)) med god tilngermelse er en normalfordeling.

Vi ma finne E[X] og o[X] for a standardisere.

8Husk at:

- X+ Xt .. X,
X - A d (6.53)
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Fra lign.(6.7) vet vi at
Blp) = B[X] ", (6.56)

altsa estimatoren p er forvetningsrett. Pa tilsvarende mate kan man vise at: ﬂ

Var[p] = Var[X] = @ (6.64)
Generelt er o[ X| = y/Var[X], dermed:
o) = o] = /I (6.65

9Fra lign.(5.15) pa sidevet vi at bade forsgksvariablene X; og populasjonsvariablene X er Bernoulli-fordelt:

X1, X2, X3, ..., X, " X~ Ber[p] (6.57)
Variansen av p = X:
Var[p] = Var[X] (6.58)
_ Var[ X1+X2+X3+...+Xn (659)
n
tid- %( Var(Xi] + Var[Xs] + VarXs] + ... + Var[X,] ) (6.60)
n? n
hvor vi har brukt at Var[X;] = Var[X]| med
1

VarlX] = 3 (@i— EIX] ) P(X = (2:)) (6.62)

i=0
= (0-p)’(0-p) + (1-p)’p = p(L—p) (6.63)
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Variabelen Z i lign.(6.55)) er da:

Z = X _ D n22 Njo,1] (6.66)
o[ X] p(1=p)
Vi finner kvantilene i figur ™
Za/Q = 20.025 — —196 s Zlfa/Q = 20975 — 196 (667)
via omvendt tabelloppslag fra side [206]
Z-variabel

areal=a /2 areal = /2
=0.05/2 =0.05/2
=0.025 =0.025

» 2
areal = 0.95
Za/2 = Zoo2s =-1.96 2142 = 2975 = 1.96
kvantil kvantil

Figur 6.9: Kvantil.

19 Absoluttverdiene til z, /5 0g z1_q/2 er like fordi N-fordelingen er symmetrisk.
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Fra definisjonen i lign.(6.52]):

lim P,(LB <p<UB!) = 1—«

n—oo

(6.68)

Siden estimatoren p er normalfordelt for n — oo, se lign.(6.54) og (6.55)), sa standardiserer vi:

lim P(Za/g < Zgzl_a/g) = 1l—«

n—oo

hvor Z er gitt ved lign.:

X —
lim P Za/2 S P S Z1—a/2 =1—«a
n—oo p(1—p)

0 (algebra)

og hvor vi definerer nedre og gvre grenser:

Z1—a/2
Jn
faf2

NG p(1—p)

>
|

LB = p(1—p)

<
|

UB? =
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Problem:

Vi kan ikke bestemme en realisering av LB? og U B? siden de er avhengige av den ukjente
suksess-sannsynligheten p.

Lgsning;:

Vi kan bytte ut p i lign.(6.72) og (6.73) med estimatoren p = X.
Det viser seg at denne tilnsermingen ogsa oppfyller sentralgrenseteoremet. E

Med p = X innsatt for p i lign.(6.72) og (6.73)):

~ Zl—a/2 ~

LB = X — X(1-X

" 7 ( )
Upr = X — 22,/X1-X)

hvor

Zo/2 = nedre kvantil til N[0, 1]-fordelingen

Z1_ap = ovre kvantil til N[0, 1]-fordelingen

HDette kommer som en fglge av den sakalte [store talls lov, som vi ikke skal komme inn p4 her.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Law_of_large_numbers

Intervallet

[LBP,UBP] = [X - Zl\/ﬁ” JXO1-X), X — Z“\/g\/X(l—X)] (6.78)

er dermed et asymptotisk (1 — «) 100 %-konfidensintervall for suksess-sannsynligheten p.

Med a = 0.05 sa finner vi ved tabelloppslag:

a2 = 20.025 — —1.96 (679)

Zi—aj2 = Zogrs = 1.96 (6.80)
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Fra dataene x1, x5 . .. x99 fra forsgksrekken far vi en realisering (sma xq, xs, ..., Z100)
av den nedre og gvre grensen: ( n = 100 )

LBY(xy,29,...,2,) = T — NG z(1 —7) (6.81)
1.96
= 0.88 — ——+/0.88(1 —0.88 6.82
e OBS(1 - 059) (6:52)
= 0.8163 (6.83)
UBP(z1, @9, ...,20) = T— 22 /7(1—7) (6.84)
n ) ) ) \/ﬁ
(—1.96)
= 0.88 — 0.88(1 — 0.88 6.85
o /UBS(1 — 0.58) (6:85)
= 0.9437 (6.86)
som gir realiseringen
[LBY, UBY] = [0.8163, 0.9437 | (6.87)

av det asymptotiske 95 %-konfidensintervallet for sukess-sannsynligheten p.
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Eksempel: ( asymptotisk 95 %-konfidensintervall - effekten =Y )

Anta at:
Vi, Yo, Vs, ..., Y, K Y ~ Nip, o] (6.88)
hvor de stokastiske forsgksvariablene Y; beskriver effekten for pasient nr. 7:
Y; 18I frekten for forsgkspasient nr. i (6.89)

Lign.(6.88) betyr blant annet at E[Y] = E[Y;] = p og at o?[Y] = ¢%[Y;] = o>

Y-variabel
oY) 4
LB ¥ UB, ¥
areal =0.05/2 areal =0.05/2
= 0.025 =0.025
— Y

|

areal = 1-0.05 = 0.95

Figur 6.10: 95 %-konfidensintervall.
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Finn et asymptotisk konfidensintervall

[LB" UB"] (6.90)

for den sanne forventningsverdien g med signifikansniva o = 0.05.
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Lgsning:

Definisjonen av et asymptotisk konfidensintervall er gitt ved lign.(6.46) med § = -

lim P,(LB* < u<UB') = 1-a (6.91)

n—o0

Alle Y; i lign.(6.88)) oppfyller i.i.d. (med Y; ~ Ny, o]).
Sum normalfordelinger er forsatt normalfordelt:  ( se lign.(4.180)) side )

Y ~ NJ[E[Y],o[Y]] (6.92)

Vi mé standardisere. [

12Estimatoren /i er forventningsrett, dvs.:
E[p] = E[Y] = p (6.93)

altsa estimatoren i er forvetningsrett. Variansen til i er:

0.2

Var[j] = Var]Y] = o (6.94)

Generelt er o[Y] = /Var[Y], dermed:

(6.95)



Standardiserer:

X —ElY X — n—00
z = XZEM Xl o g g (6.96)
olY] 7
Vi finner kvantilene figur [6.11} %]
Za/g = 20.025 — —1.96 s Zl_a/g = 20975 — 1.96 (697)
via omvendt tabelloppslag fra side [206
Z-variabel
areal=a /2 areal=a /2
=0.05/2
=0.025
areal = 0.95
Zo/y = Zggp5 =-1.96 Z1.q/2 = Zgo7s = 1.96
kvantil

Figur 6.11: Kvantil.

13 Absoluttverdiene til z, /5 0g z1_q4/2 er like fordi N-fordelingen er symmetrisk.
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Fra definisjonen i lign.(6.91)):

lim P,(LB < u<UBY) = 1—«

n—oo

Siden estimatoren i er normalfordelt, se lign.(6.92)), sa standardiserer vi:

lim P(Za/g < Zgzl_a/g) = 1l—«

n—oo

hvor Z er gitt ved lign.:

Y —
lim P(Za/gg Mgzl_a/2> =1—-a

0 (algebra)

og hvor vi definerer nedre og gvre grenser:

LB* = Y - o

UB* = Y -
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Problem:

Vi kan ikke bestemme en realisering av LU} og UB# siden de er avhengige av den ukjente
standardavviket o.

Lgsning;:

Vi kan bytte ut o i lign.(6.102) og (6.103) med estimatoren 6 = .S, jfr. lign.(6.34) pa side m:

n

52— 52 = d (VY)Y (6.104)

Y n—14%
=1

Det viser seg at denne tilnsermingen ogsa oppfyller sentralgrenseteoremet. E

Med ¢ = S, innsatt for o i lign.(6.102) og (6.103)):

LB =Y — T S, (6.105)
UB' = Y — Z“—V%QS?/ (6.106)

Dette kommer som en fplge av den sakalte store talls lov, som vi ikke skal komme inn pa her.
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Intervallet

y . S Va Zl—o/2 — Za/2
LB, UBF] = | Y — Sy, Y — S, 6.107
[ n n ] \/ﬁ ) \/E Y ( )
er dermed et asymptotisk (1 — ) 100 %-konfidensintervall for o.
Med a = 0.05 sa finner vi ved tabelloppslag:
Za)2 = 20.025 — —1.96 (6108)
Zl_a/g = 20975 — 1.96 (6109)
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Fra dataene y;,¥s . .. y100 fra forsgksrekken ( se tabell side ) samt
sy = 0.0413 fra tabell side far vi en realisering (sma y1, vz, - - -, Y100)
av den nedre og gvre grensen: ( n = 100 )

z —Q
LBg(ylay%'"ayn) = y - 1\/5/2 Sy (6110)
1.96
= 0.8967 — —-0.0413 6.111
v/ 100 ( )
= 0.8886 (6.112)
2o/
UBA(y,yo, - y) = T — ﬁsy (6.113)
—1.96
= 0.8967 — (—) -0.0413 (6.114)
v/ 100
= 0.9048 (6.115)
som gir realiseringen
[ LBY , UBY] = [0.8886, 0.9048 | (6.116)

av det asymptotiske 95 %-konfidensintervallet for pu.
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Eksempel: ( asymptotisk 95 %-konfidensintervall - standardavvik ¢ = S, til effekten Y )

Anta at:

Vi, Ya,Ys, ... Y, K'Y ~ Nlp, o] (6.117)

hvor de stokastiske populasjonsvariablene Y; beskriver effekten for pasient nr. i:

Y; tien.£.19) effekten for forspkspasient nr. ¢ (6.118)

Lign.(6.117) betyr blant annet at E[Y] = E[Y;] = p og at o?[Y] = o?[Vi] = o2

Y-variabel
fY) 4
areal=0.05/2 areal =0.05/2
= 0.025 =0.025
— Y

|
areal = 1-0.05 = 0.95

Figur 6.12: 95 %-konfidensintervall for o2.
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Finn et asymptotisk konfidensintervall

[LB?

ni

UBy, |

for den forventningsrette estimatoren &, hvor:

med signifikansniva o = 0.05.
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Lgsning:

Definisjonen av et asymptotisk konfidensintervall er gitt ved lign.(6.46) med § = o

n—o00

lim P,(LB; <o <UBy)

1—a (6.121)

Pa samme mate som i forrige eksempel sa finner man at intervallet

n—1

(LB, UBL, | = N
(n—1)

+ Z1—a/2

g n—1
2n—1) "\ -1+ Za )2

2(n—1)

Sy

(6.122)

er et asymptotisk (1 — ) 100 %-konfidensintervall for o.
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Fra dataene y;,¥s . .. y100 fra forsgksrekken ( se tabell side ) samt

32 = 0.0017 fra tabell side far vi en realisering (Sma y1, 4, - - -, Y100)
av den nedre og gvre grensen: ( n = 100 )

n—1
LB (1.t ) = s
n (W1, 2 Un) \/(n— 1) + za24/2(n — 1) Y

= 100 -1 0.0413
(100 — 1) + 1.96 \/2(100 — 1)

= 0.0365

n—1
UB (y1,Y2 -, Yn) = S
n(W1: 2 Un) \/(n—1)+za/2 2(n—1) Y

100 — 1
= 00 -0.0413
(100 — 1) — 1.96 \/2(100 — 1)

= 0.0486

som gir realiseringen

[LB?, UB%] = [0.0365, 0.0486 ]

av det asymptotiske 95 %-konfidensintervallet for standardavviket o til effekten Y.
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6.4 Student’s t-fordeling og x;-fordeling

[ forrige avsnitt konstruerte vi asymptotiske 95%-konfidensintervaller for (i, o) for effekten av
legemiddelet, se lign.(6.107)) og (6.122]):

LBy, upy) "B [X _ g X o D2 Sy] (6.130)

ign. (6. , — 1 ) — 1
(LB, UB; )™ ! Sy . - S,
(n—=1)+ z1-a/2y/2(n—1) ° (n—=1)+2424/2(n—1) °

(6.131)
hvor
x - ! i X (6.132)
o i=1 Z .

R S (v-1)
D= 2 (v-Y) (6.133)
Zaj2 = nedre kvantil til N0, 1]-fordelingen (6.134)
Zi—a2 = ovre kvantil til N[0, 1]-fordelingen (6.135)
n = antall forspk (antall pasienter) (6.136)
a = signifikansnivaet (6.137)
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Spgrsmal:

Kan vi konstruere 95 %-konfidensintervaller for (u, o) for effekten av legemiddelet selv nar antall
forsgk er lavt, f.eks. n 2 307 E

Sagt med andre ord:
Kan vi finne eksakte 95 %-konfidensintervaller for (u,0)? [

Svar:

Svaret er ja, men da ma vi introdusere to nye sannsynlighetsfordelinger:

student’s t-fordelingen for eksakt konfidensintervall for u

Yi-fordelingen for eksakt konfidensintervall for o

15Grensen pa 30 forsgk kommer fra gyldigheten til sentralgrenseteoremet, typisk n > 30, se lign.(4.172) pa side

P

Dyvs. ikke asymptotiske.
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6.4.1 x:-fordeling (”kji”-fordeling)

Definisjon:  ( yi-fordeling )

La Zy,Zs, ..., Z; veere i.i.d. standard normalfordelte stokastiske variabler, dvs. Z; ~ N[0, 1].
Da er:

k
Q=> 72 =Z++ 7 (6.138)
i=1

kji-fordelt med k frihetsgrader. Vi skriver:

Q ~ xp  (6.139)

Figur viser x3-fordelingen for ulike ulike frihetsgrader k.

)'l'k—” 2
J | Yl
] ' k=1
0.5  }—2
o=

041 k=4
. —_— =0
(Jnl;‘ . ;‘-_‘;
0.2t/

.1 I — -

0.0 : —

4] 1 2 34 5 6 7T 8

Figur 6.13: y2-fordelingen.
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Setning: ( S? er x7_,-fordelt )

La Y7,Ys, ..., Y, veere i.i.d. normalfordelte stokastiske variabler, dvs. Y; ~ N[u, o].
Da er:

(n—1)52 f
—— ~ Xo, (6.140)

x2_,-fordelt med n — 1 frihetsgrader, hvor

(n —?)2 (6.141)

Kommentar

e Dette resultatet er sveert viktig siden det gir oss fordelingen til estimatoren 6% = S;
for variansen 2. Vi kan dermed bruke dette teoremet for a konstruere et eksakt 95 %-
konfidensintervall for o.

Men forst introduserer vi Student’s t-fordelingen som bygger pa kji-fordelingen og som gir oss
muligheten for a konstruere et eksakt 95 %-konfidensintervall for .
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6.4.2 Student’s t-fordeling

Definisjon: ( Student’s t-fordeling )

La Z ~ NJ[0,1] og Q ~ x2 vere stokastiske variabler.
Da er:

kZ
r— vk (6.142)
V@
Student’s t-fordelt med n — 1 frihetsgrader. Vi skriver
T ~ t, (6.143)

Figur [6.14] viser Student’s t-fordelingen for ulike ulike frihetsgrader.

0.40
0.35
0.30
0.25

2 0.20
0.15
0.10
0.05
0.00

Figur 6.14: Student’s t-fordelingen.
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Setning: ( Student’s ¢-fordeling )

La Y7,Ys, ..., Y, veere i.i.d. normalfordelte stokastiske variabler, dvs. Y; ~ N[u, o].
Da er den stokastiske variabelen

T = — 2 (6.144)

Student’s t-fordelt med n — 1 frihetsgrader.

Bevis:

Vi hopper over beviset i dette kompendiet.
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Kommentarer

e Student’s t-fordelingen er sveert lik normalfordelingen, men for liten n er halene mye ”tyk-
kere” enn halene til normalfordelingen, se figur [6.15]

e Nar n vokser, blir Student’s t-fordelingen mer og mer lik normalfordelingen, og i grensen nar
n — oo, er de helt like.

e Antall frihetsgrader uttrykker graden av usikkerhet som skyldes at o er estimert.
Stor frihetsgrad betyr liten usikkerhet.

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
X

0.00 !

Figur 6.15: Student’s ¢-fordelingen (rgd) med n = 1 frihetsgrad sammenlignet med normalforde-
lingen (bla).
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6.4.3 Eksakte (1 — a)-konfidensintervaller for i og o

Eksempel: ( eksakte 95%-konfidensintervall for p av effekten av legemiddel )

La oss se pa eksemplet med legemiddel:

Y tign. {£25) effekten av legemiddelet for en tilfeldig valgt pasient i populasjonen  (6.145)

alle som har sykdommen, ikke bare utvalget n = 100
hvor Y ~ N|u,o] med:

E[Y] = u (6.146)

VarlY] = o* (6.147)

Bruker resultatet i lign. (6.144]) for a konstruere et eksakt (1 — a)-konfidensintervall for 1 i eksem-
pelet med legemiddel:

Colourbox

Foto:

Figur 6.16: Forsgk.
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Lgsning:

Vi bruker Student’s t-fordelingens kvantiler, ¢,/ 0g ¢i_a/2, for a konstruere et eksakt 95 %-
konfidensintervall for pu:

Y —
P(Qa/2 < M < Qla/2) = l-a (6.149)

$  (algebra)

Eva q1—a/2 Eyd Qa/2
Pl Y- S, < <Y -— S = 1- 6.150
——_— —_——
= LBY = UBf

hvor vi definerer dermed nedre og @gvre grenser:

-  N-a)2
LB = Y — S 6.151
n \/ﬁ Yy ( )

v o2
UBY = Y — S 6.152
n \/ﬁ Yy ( )
hvor

¢o/> = nedre kvantil til Student’s ¢-fordelingen (6.153)
qi—aj2 = ovre kvantil til Student’s ¢-fordelingen (6.154)
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Intervallet

L v di—-a/2 da/2
(LB, UB"] = | Y —
" " \/77

S, , Y —
Y NG

S, (6.155)

er dermed et eksakt (1 — «) 100 %-konfidensintervall for p for effekten Y.

Med a = 0.05 og n = 100 for effekten Y sa finner vi ved tabelloppslag: E]

Qa2 = Qoozs = —1.984 (6.158)
Qi-a/2 = qoors = 1.984 (6.159)
I7Ti] sammenligning har vi
Zaje = Zo.02s = —1.96 (6.156)
Zi—a/e = Zoors = 1.96 (6.157)

for N-fordeling, altsa tykkere ”"hale” i Student’s t-fordeling.
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Fra dataene y;,ys ... y100 fra forspksrekken ( se tabell side ) samt
s, = 0.0413 fra tabell side far vi en realisering (sma yi,ys, - - ., Y100
av den nedre og gvre grensen: ( n = 100 )

— d1—a/2
LBZ(ylay%"')yn) = Yy — \/ﬁ/ Sy

1.984
= 0.8967 — 1982 -0.0413

V100

UBL(y1,92, - Yn) = 7 \/ﬁsy

(—1.984)

= 0.8967 —
v/100

-0.0413

= 0.9444

som gir realiseringen E

[LB*, UB*] = [0.8155, 0.9444 ]

av det eksakte 95 %-konfidensintervallet for .

18Det tilsvarende asymptotiske 95 %-konfidensintervallet for p fant i lign.(6.116|) pa side @

[LBY, UB*] = [0.8886, 0.9048 ]

altsa det eksakte intevallet er stgrre enn det asymptotiske.
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Eksempel: ( eksakte 95%-konfidensintervall for o av effekten av legemiddel )

La oss se pa eksemplet med legemiddel:

Y tign. ©:23) effekten av legemiddelet for en tilfeldig valgt pasient i populasjonen (6.168)

TV
alle som har sykdommen, ikke bare utvalget n = 100
hvor Y ~ N|u, o] med:

ElY] = u (6.169)

VarlY] = o? (6.170)

Bruker resultatet i lign. (6.144)) for a konstruere et eksakt (1 — av)-konfidensintervall for o i eksem-
pelet med legemiddel:

iR I (6.171)

Foto: Colourbox

Figur 6.17: Forsgk.
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Lgsning:

Vibruker x2_,-fordelingens «v kvantiler, y, /2 0g X1-a/2, for a konstruere et eksakt 95 %-konfidensintervall
for o:

n—1)52
P(Xa/2 < # < Xla/2> = 1—-« (6.172)

—1 —1
Pl J2——=5 <0< /=8| =1-a (6.173)
X1—a/2 Xa/2
—_—— —_——
= LBg = UBg

hvor vi definerer dermed nedre og gvre grenser:

—1
LB = |5, (6.174)
X1—a/2

n—1

UBy = Sy (6.175)
Xay2
med
Xo2 = nedre kvantil til x2_;-fordelingen (6.176)
Xi—a/2 = ¢vre kvantil til x2_,-fordelingen (6.177)
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Intervallet

—1 —1
[ LB;,UB; | = . Sy, y|——5, (6.178)
X1—a/2 Xa/2
er dermed et eksakt (1 — ) 100 %-konfidensintervall for o for effekten Y.
Med a = 0.05 og n = 100 for effekten Y sa finner vi ved tabelloppslag: H
Xa/2 = Xooz = 734 (6.179)
Xi-a/2 = Xoors = 128.4 (6.180)

YKvantilene xq/2 08 X1—a/2 er forskjellige fordi x-fordelingen ikke er symmetrisk, se figur (6.13) side
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Fra dataene y;,ys ... y100 fra forspksrekken ( se tabell side ) samt
Sy =0.0017 fra tabell [5.5( side far vi en realisering (sma y1, 4, - - -, Y100
av den nedre og gvre grensen: ( n = 100 )

n—1

LBg(ylay%'"ayn) = Sy (6181)
X1—a/2
100 — 1
= -0.041 182
1o8a 0043 (6.182)
—  0.0362 (6.183)
; In—1
UBn(y17y27"'7yn) =
Xa/2

sy (6.184)

/100 — 1
= 0.0413 6.185
73.4 ( )

—  0.0479 (6.186)

som gir realiseringen ]

[LBS, UB%] = [0.0362, 0.0479 ] (6.188)

av det eksakte 95 %-konfidensintervallet for standardavviket o til effekten Y.

20Det tilsvarende asymptotiske 95 %-konfidensintervallet for o fant i lign.(6.129)) pa side

[LBS, UBS] = [0.0365, 0.0486 ] (6.187)

altsa det er liten forskjell mellom det asymptotiske og det eksakte konfidensintervallet.
Dette skyldes at n = 100 er stor. I grensen nar n — oo sa blir de like.
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Konfidensintervall for p

Asymptotisk:
LB, UBY = | X - 2222./X0-X), X - 22,/X0-X)
AL V1
= [0.8163,0.9437 ] (a=0.05)
Konfidensintervall for p
Asymptotisk:

LB UB'| = |V — 2=22g v _ Z2g
[ n n] [ Yy \ﬁ /]

= [0.8886,0.9048 ] (a=0.05)
Eksakt:
- = J1—a /2 ~ = q. /2 ~
(LB*, UB'] = |V -2=2i2g vy _T2g
vnoo Voo
= [0.8155,0.9444 ] (a=0.05)
Konfidensintervall for o
Asymptotisk:
/ —1 , —1
[ LB, . UB;, | = | 4] ! S5y, 4/ ! — S,
\c“ (n—=1)+ z1_ap2v2(n—1) \ (n—1)+ 2424/2(n — 1)
= [0.0365,0.0486 ]
(a=0.05)
Eksakt: “ “
A [n—1 In—1
| LB, UB? | = Sy s 4| —— Sy
\‘w‘ \l—rl‘y““.z \‘\‘ \r\‘u“"_)
(a=0.05)

= [0.0362,0.0479 ]

Figur 6.18: Estimering og konfidensintervaller.
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Kapittel 8

Regresjonsanalyse

y (dependent)

i

y-intercept

—

=<V,
y>® n
. Minimize: 3 (3. — P )
oy =

X1

Least Squares Method 7 =1

X (independent)

Figur 8.1: Regresjon.
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8.1 Introduksjon

Regresjonsanalyse:

e Teori og metoder for a analysere og utnytte samvariasjon mellom variable.

e Formal:
konstruere modeller som kan brukes til a ansla verdien (“prediksjon/forutsi”) av en
variabel Y ved hjelp av informasjon om en annen variabel X.

e terminologi:

har info om dette/kjenner denne
7\

— variabel X: ﬁavhengig variabel eller forklaringsvariabeT

— variabel Y: avhengig variabel eller responsvariabel

Vv
gnsker a ansla denne

e Man skiller ofte mellom lineser regresjon og ikke-lineser regresjon..

e [ dette kurset skal vi kun se pa:

— lineger regresjon

— samspill mellom bare to variabler

Figur 8.2: Lineger regresjon.
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8.2 Statistiske mal (to variabler)

I noen situasjoner gnsker vi a undersgke samvariasjonen mellom to utvalg.

Definisjon: ( empirisk varians| ) E|

La xy,xs, 3, ..., x, veere observasjoner, og la T vaere gjennomsnittet.
Da er den empiriske kovariansen: [

Den empiriske kovariansen s;, er et mal pa graden av samvariasjon mellom stgrrelskene x; og
tilhgrende ;.
Men den kan veere vanskelig a tolke fordi:

e vi ma sammenligne med andre tall som er naturlig a sammenligne med for a kunne forsta
Sy bedre

® s, er enhetsavhengig og gir dermed ulikt resultat dersom vi f.eks. regner med timer, minutter
eller sekunder

For a gi en mer presis tolkning av graden av SAMVARIASJON sa gar vi derfor et skritt videre
og definerer korrelasjonskoeffisienten r,:

Kalles ogsa utvalgsvariansen.
2Den empiriske variansen er analog til estimatoren i lign. li pa side
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Definisjon: ( korrelasjonskoeffisient )

La x1,%2,23,...,%, 08 Y1,Y2,Ys3,...,Yn Vvaere observasjoner. Korrelasjonskoeffisienten r,, er
da:

r:];y - S‘Ty (82)

Noen kommentarer:

Ved a dele pa s, og s, sa far man en normalisertﬁversjon av Sgy, dvs.

—1 < ry <1 (8.3)

® 1, er enhetsuavhengig
o 1y = —1:

— perfekt negativ korrelasjon, dvs. store x hgrer sammen med sma .

— lineaerﬁ sammenheng mellom z og y
o 1, =1t

— perfekt positiv korrelasjon, dvs. store x hgrer sammen med store y.

— lineser sammenheng mellom = og y
o 1, =0:

— ingen korrelasjon

— ukorrelert

e 7., er et mal pa lineser korrelasjon

3Legg merke til begrepet normalisert. Det skal vi komme tilbake til ved flere anledninger.
4Linezer sammenhenger mellom z og y betyr at de kan skrives pa formen: y =ax+b , (a og b er konstanter).
Lineaer er altsa det samme som en rett linje.
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Eksempel: ( lineser ssmmenheng )

La oss se neermere pa to storrelser x og y. Disse stgrrelsene kan vaere hva som helst, f.eks. pris
pa aksje x og pris pa aksje y. Anta at disse stgrrelsene varierer med tiden. Anta videre at man
maler x og y over en periode pa 20 dager. For dag 1 er verdiene x; og y;. For dag 2 har verdiene
endret seg til x5 og ys osv. Helt frem til dag 20 hvor stgrrelsene har verdiene xoy 0g 499. Vi har
altsa samhgrende observasjoner av par (x;,y;):

(36172/1) ) (552792) y e (x197y19) ) (5520;3/20) (8'4)

La oss se pa 6 forskjellige datasett som vist i figur [8.3}

> X
~ : ~ N X
7 7 7

Figur 8.3: Sammenheng mellom z og y samt tilhgrende korrelasjonskoeffisienten r,,.
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Husk at r, er et mal pa lineser sammenheng mellom z og y. For de tilfellene hvor r,, er “nsere”
+1 eller —1 sa er det “nzere” en lineser sammenheng mellom x og y. Lineger regresjonsanalyse gar
ut pa a:

finne estimat for den rette linjen som “passer best” med datasettet

Hvorfor gir det ikke mening a finne linjen som “passer best” i de to grafene nederst til hgyre

i figur (8.3))7
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Eksempel: ( lineser regresjon )

La se pa samvariasjon mellom utsalgspris og boareal for leiligheter i Molde. Et datasett med

priser y og areal z gir spredningsplottet i figur Vi ser en tydelig lineser sammenheng mellom
variablene.

3900

3400

*

y=261.2 +18.23 x

y 2900

2400
( Pris * 1000 NOK ) | 1900

1400

900

400
0 20 40 60 80 100 120 140 160

X
(areal i m?)

Figur 8.4: Sammenheng mellom y (pris) og = (areal), en regresjonslinje.

Den linjen som “passer best” kalles regresjonslinjen. For dataene i figur (8.4 er det:

y=261.2 + 18.23z (8.5)

hvor y er pris pa leilighet oppgitt i antall 1000 NOK. For en leilighet med boareal x = 100 m? vil
den estimerte modellen predikere prisen:

y(100) = 261.2 4+ 18.23-100 = 20842 (8.6)

dvs. litt under 2.1 mill.

Tallet 2.1 mill. er prediksjonen fra modellen for prisen pa en 100 m? leilighet.

387


http://no.wikipedia.org/wiki/Lineær_regresjon

To spgrsmal:

1) Hvordan finner man regresjonslinjen?

2) Siden modellen bare bruker arealet og ingen annen informasjon ma vi vente
noe feilmarginer. I hvor stor grad forklarer arealet x prisen y?

Disse spgrsmalene skal vi besvare.
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8.3 Teoretisk modell vs estimert modell

Det er viktig a skille mellom teoretisk modell og estimert modell (regresjonslinje).

Teoretisk modell:

En teoretisk modell beskriver hvordan vi tenker oss den virkelige sammenhengen mellom variab-

lene, typisk:

y=a+br+e (8.7)

~
eksakt

hvor variabelen e beskriver “avviket”E] fra den eksakte linezere funksjonen.

passer best

—V
Estimert modell: ~ ( med “hatt” )

Parametrene a og b i lign.(8.7)) er ukjente.
Men de kan estimeres ut fra et datasett med samhgrende observasjoner av par:

($17y2), ($27y2)7 cee (‘Inayn) .

v

Vv
observasjoner

Vi gnsker a bestemme estimater for a og b.
Disse estimatene har en “hatt” pa seg, a og b.
Linjen med estimatene a og b kalles regresjonslinjen:

§g =a+ b (8.9)
| S ——

regresjonslinje (passer best)

Estimatene a og b bestemmes ved & finne den linje som “passer best” med datasettet.

54e” star for “error”.
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8.4 Residual og sse

1) Observasjoner:

De rode punktene i figur viser de fem observasjonspunktene (x1,41), (z2,v2), -.- , (%5, Ys).

2) Rett linje:

Den rode linjen i figur [8.5] er en linje som ikke passer best til observasjonene x;
og tilhgrende verdi y;.

Forskjellen mellom de observerte verdiene y; og de tilsvarende verdiene til den rette linjen er de
loddrette avstandene (bla linjer) som vist i figur [8.5] Forskjellen/avviket mellom observert verdi
og prediksjonen som den rette linjen foreslar for datapunktet er:

————

residual

og kalles residual eller estimat for eksperimentfeilen.
Residualen e; maler dermed feilen vi gjgr ved a bruke verdien pa den rette linjen istedet for de
observerte verdiene. Residualen e; kan vaere positiv, negativ eller 0. E|

Yi
A

(Dette er ikke den linjen som ”passer best”).

Figur 8.5: Residual.

Ingen residual i figur er null. Alle er negative bortsett fra es.
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~

Residualen e; = y; — 9;:

e ¢; kan vaere positiv, negativ eller 0
e ¢, = avvik mellom estimert linje og observerte y;-verdier.

e ¢; = residual nr. ¢
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Definisjon: ( sse ) |Z|

La (z1,y2), (x2,Y2), ..., (Tn, yn) veere observasjonspar/datasett.
Storrelsen sse, “sum squared error”, er da definert ved: ﬂ

n

sse = Z (yi — 0:)* (8.12)

i=1
hvor [
y; = estimat/prediksjon for y; (8.14)
y; = faktiske observasjonene/dataene nr. i (8.15)
]
"sse star for sum square error.
lign. (8.
8Siden e; lgn yi — U; sa kan sse alternativt skrives:
n
sse = Y e} (8.11)
i=1
91 vart kurs dreier prediksjonene gitt som linjen
Ji = a + ba; (8.13)
—_—
prediksjoner

hvor a og ber det estimatene som gir en linje som ”passer best” med observasjonene. Vi skal finne uttrykk for
disse optimale @ og b i neste avsnitt.
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8.5 Minste kvadraters regresjonslinje

Linjen pa venstre side i figur er apenbart ikke den som “passer best”.
Linjen pa hgyre, derimot, passer bedre. Vi gnsker na a finne den linjen som “passer best”. Med
det mener vi:

‘ Passer best: sse er minst mulig.

A finne den linjen som passer best med datasettet er det samme som & finne den a og b som
gir minst SSE, dvs. minst “sum squared error” i forhold til datasettet. SSFE er minst der hvor
stigningen er null, dvs. den deriverte med hensyn pa de respektive parametrene, er lik null: EHE

(9;26 _ % (i <yi — (a+ bmi)>2> 2(—1) i <yZ —a— bwi) =0 (8.16)

=1 =1
dsse 0 [ 2 -
5% = 3 Z (yi—(a—i—bxi)) = 2(—1)2 (y,»—a—bxi>xi =0 (8.17)
=1 =1
V Vilkarlig a og b: V 2 og b som passer best:
A A A
y=a+bx
(Linjen passer DARLIG €y
med punktene) (Linjen passer BEST
med punktene)
- e; €a e,
e, e,
(]
€
> X > X

Figur 8.6: Linje som ikke passer best, og linje som passer best.

10Bruker kjerneregelen som vi leerte om i “MAT100 Matematikk’.
9°SSE

At lign. er et minimum, og ikke et maksimun, innser man siden 223% > 0 og > 0.

82SSE
da?
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De spesielle verdiene for a og b som minimerer SSE har fatt
Disse er definert ved lign.(8.16]). Eksplisitte uttrykk for disse

egen notasjon, a og b.
finnes ved a lgse nevnte ligning:

Siden gjennomsnittet 7 = £ 3" | x; gir nT = > x;, og tilsvarende for y, sa fas:

Yowi—a)y, —by @ = 0 (8.18)
=1 =1 =1
szyz — dZaz‘i - EZQ:ZQ = 0 (8.19)
=1 ifl . i=1
0g
Wy — aw — buT = 0 (8.20)
inyi — anx — l;z.’]c? = 0 (8.21)
i=1 i=1
Lgser med hensyn pa a og b alene gir:
o = 7 - bT (8.22)
7 D i1 TiYi — NTY
b = 8.23
> i T — nT? (8:23)

Disse ligningene kan skrives ved hjelp av den empiriske variansen, lign.(5.23)), og den empiriske

kovariansen, lign.(8.1) pa folgende mate: [

i = 7§ — bT (8.24)
b = i; (8.25)
hvor
2 e EH nil Zzn;(xi—zf (8.26)
W LS ) 827

12Man ma utfgre et par linjer med algebra for & innse at lign.(8.24)
her. Men kanskje du greier seg selv?
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Setning: ( minste kvadraters sum - linegre regresjonslinje )

La (1,92), (x2,Y2), ..., (T, yn) veere observasjonspar/datasett.
Minste kvadraters sum gir den linesere regresjonslinjen: ﬂ

g =a+ bx, (8.28)
hvor

b= Cw (8.29)

i = 7 — bz (8.30)
og

n
2 lign.(5.23) 1 —\2
s = > (@i —7)

n—1 P

lign. (8.1) 1 - _ _

sy D p— > (@ =7y — )
i=1

oghvor T=23"" 2 og y=1 3" v

13Den linjen som passer best, dvs. minst sse, har altsa fitt navnet regresjonslinje.
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Eksempel: ( transport - s, , regresjonslinje )

Et transportfirma har et varemottak for vogntog med spesialgods. Det tar sveert lang tid a laste
av et vogntog med denne type last. Transportfirmaet gjor derfor én maling per dag i en periode
pa 10 dager: nar et tilfeldig vogntog ankommer varemottaket sa teller de antall vogntog = som
star foran i kg. I tillegg sa maler de ventetiden y for det nylig ankomne vogntoget.

La oss definere fglgende variabler:

antall vogntog foran i kg (8.33)
= antall timer i ventetid (8.34)

For enkelhetsskyld sa maler de y kun i hele timer. Resultatet er:

x; (antall vogntog foranike)| 2 | 12| 1 1110 25| 3 9|27 2

y; (antall timer ventetid) 3111l 3 1112] 21| 6 4131 2

Figur 8.7: Observasjoner x; og y;, hvor « = 1,2, ..., 10.

Figur 8.8: Vogntog og varemottak.
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Gi en grafisk fremstilling av z; og y;. Kommenter svaret.

Finn gjennomsnittsverdiene = og .

Finn kovariansen s,,,.

Finn minste kvadraters lineseregresjonslinje for x og y.
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a) Grafisk fremstilling av x; og ¥;:

Yi
A
40 ——
30 —— ®
20 —— ®
Y
10 —— o
B'. :
| | | S
| | — X
10 20 30

Figur 8.9: Grafisk fremstilling av x; og v;, hvor i = 1,2, ..., 10.

Kommentar:

Fra denne grafen ser vi at:

e sma z;-verdier faller sammen med sma y;-verdier

e store z;-verdier faller sammen med store y;-verdier

Dermed innser vi at det er en viss grad av samsvar mellom z; og y;.
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b) Gjennomsnittsverdiene T og g er:  (n =10)

10
1 1
T = 10 ;:1 T = 15 (2 +1241+ ...+ 2) = 9.2 (antall vogntog i kg) (8.35)
1 o 1
y = 1 § Vi = 19 (3 +11+3+ ...+ 2) = 9.4 (ventetid, i timer) (8.36)

c) Vi bruker gjennomsnittsverdiene T og ¥ nar vi skal finne kovariansen s,,: (n =10)

10

lign._ 1 R L
S T T | ; (i —T)(y: — 7) (8.37)

- —101_ 1 {@ —9.2)(3 = 9.4) + (12 = 9.2)(11 = 9.4) + ... + (2= 9.2)(2 — 9.4)

(8.38)

I
©
S
o0

|
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Den empiriske variansen s kan regnes ut via definisjonen i lign.([5.23)):

lign. (5.23))
s2 ~  94.6

I oppgave c regnet vi ut kovariansen, se lign.(8.38]):

e B3 g g

Sy

Parametrene b og a er da:

I
I
<
|
[l
g
I
©
S
|
©
©
S
©
[\
2
o
Ot
\]

Minste kvadraters linesere regresjonslinje blir dermed ifglge lign. (8.28]):

y = 0.57 + 0.96x

Yi

40 ——
y = 0.57 + 0.96x

30 ——

er linjen som passer best,
20 ®  dvs. linjen med minst SSE

Figur 8.10: Grafisk fremstilling av z; og v;.
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8.6 Forklaringsfraft og sst

Pa side [384] leerte vi at “problemet” med kovariansen s,, er at den kan veere vanskelig a tolke.
Dette bl.a. fordi:

e stgrrelsen s,, kan gi “store” eller “sma” tall som vi ma sammenligne med andre tall for a
kunne forsta bedre

® s, er enhetsavhengig og gir dermed ulikt resultat dersom vi f.eks. regner med timer, minutter
eller sekunder

Dette problemet ble lgst ved a introdusere korrelasjonskoeffisienten r,. Denne koeffisienten har
egenskaper som oppsummert pa side [384]

Samme “problem” har sse i lign. (8.12]). Hva betyr det at sse er “liten”? Eller “stor”? I forhold
til hva? Vi lgser dette problemet ved & introdusere “forklaringskraften” 2. Fgr vi definerer r? ma
vi forst definere en ny storrelse, nemlig sst:
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Definisjon: ( sst) E

La (z1,92), (x2,Y2), ..., (Tn,yn) veere observasjonspar/datasett.
Storrelsen sst, “sum squared total’, er da definert ved:

n

sst = Y (yi—7)° (8.44)

i=1

Yi = faktiske observasjonene/dataene nr. i (8.45)
lign. 1 “

(2 B e 8.46

- ; y (8.46)

Sammenlign definisjonen ovenfor med sse fra lign.(8.12]):

sse = Z (yi — 0:)? (8.47)

Ser du forskjellen pa lign.(8.47)) og (8.44)7?

Mgst star for sum square total.
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Visualisering av residual og total variasjon:

Yy
A

y; - Y; = residual _
y; —V; = total variasjon

S

<>

<l

i

Figur 8.11: Residual og total variasjon.
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Definisjon: ( forklaringskraft )H

La xy,29,23,...,2, 0O ¥Y1,¥Y2,Y3,...,Yn VeeTre observasjoner.
Forklaringskraft r2 er da:

sSse

<
()
I
—_
|

(8.48)

sst

hvor
sse = Z (y; — 9:)* (8.49)
i=1
sst = > (yi—7)° (8.50)
i=1
0og
i = faktiske observasjonene/dataene nr. i (8.51)
Ui = estimat /prediksjon for y; (8.52)
lign. 1 -
b - : 8.53
|

15Kallse ogsa forklaringsgrad eller forklaringsstyrke.
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Noen kommentarer: E

e Forklaringskraften 72 er normalisert:

0 < <1 (8.54)

e 72 er enhetsuavhengig
o r2=1:

— alle observerte punkter ligger pa regresjonslinjen

— verdien for x har ingen betydning for verdien av y

e 72 sier noe om:

— hvor stor andel av den totale vasiasjonen som forklares av regresjonslinjen

Forklaringskraft % og korrelasjonskoeffisienten r,, som vi leerte om pa side har analoge egen-
skaper.

16y, og 72 har ikke noe med hverandre & gjgre. Likevel kan det veere hensiktsmessig 4 sammenligne egenskapene

til 72 som oppsummert her, med egenskapene til r,, pa side
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Eksempel: ( logistikk - forklaringskraft )

Finn forklaringskraften 72 for eksemplet fra side [396]

Lgsning:  ( forklaringskraft , logistikk| )

La oss se atter en gang se pa eksemplet fra side [396

x; (antall vogntog foranike)| 2 | 12| 1

10

25

27

y;, (antall timer ventetid) 3111 3

12

21

31

Figur 8.12: Samsvarende verdier av antall vogntog foran i kg x og antall timer ventetid y.

Fra lign.(8.43) vet vi:

gi = 057 + 0.96x;

(8.55)

De faktiske verdiene y; er vet tabellen i figur (8.12). Dermed kan regne ut sse fra lign. (8.12)):

n

Z (yi - '!?7')2
i=1

S (i~ b

=1

w
&
i
I

(3—0.57 —0.96 - 2)°
(3—0.57—0.96- 1)
(12 — 0.57 — 0.96 - 10)?
(6 —0.57 — 0.96 - 3)*
(31 — 0.57 — 0.96 - 27)*

+ o+ o+ o+

4.2

Q
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11 —0.57 — 0.96 - 12)?
1—0.57—0.96-1)*
21 — 0.57 — 0.96 - 25)*
4 —0.57 —0.96 - 9)*
2 —0.57 — 0.96 - 2)?

(8.56)


http://www.himolde.no/studier/logistikk/Sider/side.aspx

Fra lign.(8.36) vet vi gjennomsnittet y = 9.4.
Dermed kan regne ut sse fra lign. (8.44]):

sst = Z(yz-—@)2

= (3—-94)2% +(11-9.4)
+ (3-94)* +(1-9.4)
+  (12-94)* + (21 — 9.4)°
+ (6—9.4)* + (4—94)?
+ (31 —9.4)*+ (2 —9.4)°
= 8584
Forklaringskraft R? er da:  ( se lign.(8.48])
74.2
G (R e S
L sst 858.4 UOLL

dvs. regresjonslinjen forklarer hele 91.4 % av den totale variasjonen.
Vi sier at modellen har stor forklaringskraft.

Yi

40 ——

Figur 8.13: Grafisk fremstilling av x og y.
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Kommentar:

Som regel gjgr man ikke all denne regningen “for hand”.
Mange dataprogrammer kan hjelpe oss a regne ut statistiske stgrrelser, f.eks. Excel.

Dersom vi bruker Excel pa eksemplet vart sa far vi en utskrift som vist i figuren nedenfor. Da kan
vi lese av de stgrrelsene vi regnet ut “for hand” direkte fra Excel-utskriften.

A B C D E F G H |
SUMMARY OUTPUT
Regression Statistics
Multiple R 0,95579703
r2 = 0.914
Adjusted R Square -1,25
Standard Error 3,04570245
Observations 1
sse = 74.2
ANOVA
df S8 MS Significance F

Regression 10 784,1895726 78,4 84,5368609 #NUM!
Residual 8 74,21042743% —| sst = 858.4
Total 18 858,4

Coefficients Standard Error t Stat P-value Lower 95% Upper 95% Lower 95,0% Upper 95,0%
Intercept 0,57162987 ,359998689 0,42031649 0,68531665 -2,564532724 3,70779247 -2,56453272 3,70779247
X Variable 0,95960545 NSMQ 9,19439291 1,5833E-05 0,718931143 1,20027975 0,718931143 1,200279754

\ a = 0.57

Figur 8.14: Utskrift fra Excel.
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